


 

  رياضيات مهندسي10 

    
هاي عظيم در زمينـه ارتباطـات و مخـابرات بـه واسـطه       پيشرفت .باشدزيباترين و پر كاربردترين دستاوردهاي رياضيات نوين مي       يكي از   آناليز فوريه   

 شـرايط مـرزي     توان در حل معادلات ديفرانسيل بـا مـشتقات جزئـي همـراه بـا              آناليز فوريه مي  همچنين  . باشدگيري از اين شاخه رياضيات مي     بهره
  . استفاده نمود

 سري فوريـه    ضرايبشود و به دنبال آن خواص        بسط فوريه توابع مقدماتي، شروع مي      ضرايباي آناليز فوريه و يافتن      مباحث اين فصل با مفاهيم پايه     
اي از  اعداد مخـتلط، كاربردهـاي ويـژه      ا تلفيق مباحث آناليز فوريه و       همچنين ب . گيردورد بررسي قرار مي   هاي عددي م  و كاربرد آن در محاسبه سري     

  . هاي مثلثاتي و انتگرالهاي خاص بيان خواهد شدرياضيات مهندسي در محاسبه حاصل برخي از سري
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، xf)(  تـابع  متعلـق بـه دامنـه تعريـف    x كه به ازاي همه مقـادير  ، وجود داشته باشد1Tناميم، هرگاه عدد مثبتي مانند       را متناوب مي   xf)(تابع  

1Tx )()( بوده و    xf)(  تابع  نيز متعلق به دامنه تعريف     ± xfTxf =±  نـشان داده و آن را دوره      Tا بـا     ر 1Tكـوچكترين مقـدار مثبـت       .  باشـد  1
  :توان چنين نوشت باشد، ميxf)( دوره تناوب اساسي تابع Tاگر . ناميم ميxf)(تابع ) يا تناوب اساسي(تناوب 

  
...)()()()( =±=±=±= TxfTxfTxfxf 32  

  

)()()( Nndxxfndxxf
nT T

∈= 0 0
  

  

        −

+
==

T
T

T

Ta

a
dxxfdxxfdxxf

0
2

2
)()()(  



  

 11   سري فوريه: فصل اول

  :مهمترين اين توابع همراه با دوره تناوب اساسي آنها در جدول زير آمده است.  توابع ذاتاً متناوب هستندبعضي از

)(تابع متناوب   تناوب اساسي ∞<<−∞ x  

a
π  axaxaxax nnnn cot,tan,cos,sin 22  

a
π2  axax nn 1212 −− cos,sin  

a
π  axax nn cos,sin  

n
1  [ ]nxnx −  

xxfدوره تناوب تابع  :1-1تمرین   π2sin)(    )91 آزاد –برق (                كدام است؟  =

1 (π      2 (1      3 (2
1      4 (2

π  

2              :توان چنين نوشت مي، با توجه به جدول فوق:حل 
1

2 == π
π

T  

A-۲-      
),( در بازه معين     xf)(فرض كنيد تابع     ba اگر تابع .  تعريف شده باشد)(xgف كنيم كه در بازه اي تعري را به گونه),( ba برابر )(xf بوده و به 

),(ازاي مقادير خارج از بازه  ba داشته باشيم )()( xgTxg =± )( abT   .خواهد بود T متناوب با دوره تناوب اساسي xg)( آنگاه تابع ،≤−
xxf تابع   ،به طور مثال   sin)( ∞−>>∞ با دامنه تعريف     = x،          ذاتاً متناوب بوده و تناوب اساسي آن برابر π2=T  باشـد در حاليكـه تـابع        مـي

xxg sin)( )( تعريف شده در بازه ،= 22
ππ <<− x با شرط )()( xgxg =± π، دوره تناوب اساسي با متناوب π=Tخواهد بود .  

                  

اگر   :2-1تمـرین    








<<−

≤≤
=

Lx
L

xL

L
xx

xf

32
1

30

)(
 و  )(

∞

=
=

1n
n L

nx
bxf

πsin)( كه در آنnb آنگاه اين رابطـه  ،اند ثابتضرايبها 

  )84 سراسري -برق(                          ؟كه كداميك از روابط زير صحيح باشندكند سري ايجاب مي
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 با بررسي رابطة :حل 
∞
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bxf

πsin)(گردد نتايج زير حاصل مي:  

LT برابر xf)(دوره تناوب اساسي تابع ) 1 ))()((.  است=2 xfLxf =± 2  
))()((.  تقارن فرد داردx=0 نسبت به محور xf)(تابع ) 2 xfxf −=−  



 

  رياضيات مهندسي12 

Lxفقط در بازه  xf)(از طرفي تابع     داده xf)(هـا بايـد تـابع    بنابراين براي بدست آوردن مقادير اين تابع در ساير بازه.  تعريف شده است0>>
Lxشده در بازه  LT گسترش فرد داده و با دوره تناوب x=0 را نسبت به محور 0>>   : در اين صورت خواهيم داشت.  تكرار نماييم=2

002)  نادرست3 و 2هاي گزينه( =−== )()()( LffLf      ) 333 )  نادرست1گزينه
LL

f
L

f −=−=− )()(  

  . صحيح است) 4(به اين ترتيب، گزينه 

A-۳-      
)()( باشد و    xf)(متعلق به دامنه تعريف تابع       نيز   −xf، x)(  تابع  تعريف  متعلق به دامنه   xبه ازاي هر     چنانچه   :تقارن زوج  xfxf  گردد،  −=

  .متقارن است) هاyمحور  (x=0 نسبت به محور ،هر تابع زوج . تقارن زوج داردxf)(گوييم، تابع مي

  كدام يك از توابع متناوب زير، تقارن زوج دارد؟ :3-1تمرین  

1 ()()( 212
1 <<−= xxxf 3 و=T    2 (
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   : نمودار هر يك از توابع به صورت زير خواهد بود:حل 

  
  .  متقارن استx=0 نسبت به محور xf2)(ها، خواهيم ديد كه فقط تابع با بررسي گزينه

xxfمي توان گفت كه تابع  :4- 1تمرین   sin)( ∞−>>∞ روي فاصلة = x:                  )89  آزاد -دكتري برق(  

  . فرد است اما تناوبي نيست) 4    .فرد و تناوبي است) 3  .زوج است اما تناوبي نيست) 2  .زوج تناوبي است) 1

  : حل 
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  .)شود روند تغييرات تابع عوض ميx=0در  (. متناوب نيست است اما، زوج را رسم كنيم، خواهيم ديد كه اين تابعxf)(چنانچه نمودار تابع 

 حاصل :5- 1تمرین  
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nxcos به ازاي π<< x085 آزاد –بيومتريال (                      : برابر است با(  
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22 ππ ++ xx    3 (2

22 ππ −+ xx    4 (6
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 13   سري فوريه: فصل اول

 گـسترش زوج داشـته   x=0 نـسبت بـه محـور    ،كنـد كـه تـابع متنـاظر بـا آن      فـرم كـسينوسي سـري فوريـه داده شـده، ايجـاب مـي               :حل 

))()((.باشد xfxf  هـر چهـار   اما بايد به اين نكته توجه داشـته باشـيم كـه             . ها نادرست تلقي گردند   ثر بي دقتي همه گزينه    ممكن است، در ا   . −=
در واقع هر كدام از ايـن   . توان از روي ضابطه آنها در اين بازه، فرد يا زوج بودن آنها را تعيين كرد               اند و نمي   تعريف شده  π<x<0 گزينه، فقط در بازه   

>>πتوابع در بازه     x0 0محور  رسم شده و سپس نسبت به=xهمچنين دوره تناوب اساسـي سـري مثلثـاتي داده     .شوند گسترش زوج داده مي
)()(بنابراين لازم است كه     .  است π=Tشده، برابر    πff  ـ      3 و   2هاي   باشد كه گزينه   0=  در سـري    x=0بـا جايگـذاري     . د ايـن ويژگـي را ندارن

    ) نادرست است)1(گزينه (         :مثلثاتي داده شده، خواهيم داشت
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توان ثابت كرد كه سري مثلثاتي مي
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πcos)( متناوب )ب اساسي با تناوT (بوده و تقارن زوج دارد.  

)()( باشـد و  xf)( نيز متعلق بـه دامنـه تعريـف تـابع        −xf  ،x)( متعلق به دامنه تعريف تابع       xه ازاي هر     چنانچه ب  :تقارن فرد  xfxf −=− 
  . مختصات متقارن استهر تابع فرد نسبت به مبدأ.  تقارن فرد داردxf)(گردد، مي گوييم تابع 

   تقارن فرد دارد؟، كدام يك از توابع زير:6-1تمرین  
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  : نمودار هر يك از توابع به صورت زير خواهد بود:حل 

  
  

         
        

      
     
  

  

  . صحيح است4بنابراين گزينه .  مبدأ مختصات متقارن است نسبت بهxf4)(ها، خواهيم ديد كه فقط تابع با بررسي گزينه

 مقدار :7-1تمرین  
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  . اين ويژگي را دارد1فقط گزينههاي داده شده،از بين گزينه.كه تابع جواب، فرد باشدكند  ايجاب مي، سري فوريه داده شدهفرم سينوسي:حل 

توان ثابت كرد كه سري مثلثاتي مي
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πsin)( متناوب ) با تناوب اساسيT (بوده و تقارن فرد دارد.  

 باشد و با انتقال شكل تابع به اندازه          T اساسي    متناوب با دوره تناوب    xf)( چنانچه تابع    :موجتقارن نيم 
2
T        به سمت چپ يا راست، شكل بدست 

))()(( قرينه شكل اوليه باشد ،آمده xf
T

xf −=±   .موج دارد تقارن نيمxf)(گوييم، تابع  مي2
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   دارد؟موج تقارن نيم،كدام يك از توابع زير :8-1تمرین  
1 (xxxf 21 sinsin)( +=        
2 (xxxf 32 cossin)( +=  
3 (xxxf 23 sincos)( +=      
4 (xxxf 24 coscos)( +=  

  :ها خواهيم داشتبا بررسي تك تك گزينه. باشد ميπ2=Tهاي داده شده برابر  دوره تناوب اساسي گزينه:حل 

)(sinsin)sin()sin()()( xfxxxxxf
T

xf 111 2222 −≠+−=+++=+=+ πππ  

)(cossin)cos()sin()()( xfxxxxxf
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)(coscos)cos()cos()()( xfxxxxxf
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xf 444 2222 −≠+−=+++=+=+ πππ  

  . صحيح است) 2(گزينه  ،بنابراين
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مـوجي   بـا تقـارن ربـع      xf)(براي تابع   . موج نيز دارد   تقارن نيم  ، تقارن فرد داشته و علاوه بر اين       xf)(  در اين حالت تابع    : فرد يموجتقارن ربع 

            :توان چنين نوشت مي،فرد
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                     :توان چنين نوشت ميزوج
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  )84 آزاد -مكاترونيك(                    كند؟كدام گزينه سري مثلثاتي تابع شكل زير را ارائه مي :9-1تمرین  
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 ممكن است وجـود داشـته       ،0x در نقطه    xf)( تابع    باشد، در اين صورت حد چپ و حد راست         xf)(تابع  ) انفصال( يك نقطه ناپيوستگي     0xگر  ا

 را 0x وجـود داشـته باشـند، نقطـه        0xاگر هر دوي حدود چپ و راست، در نقطـه           . باشند و يا فقط يكي از آنها و يا هيچكدام از آنها موجود نباشند             
 را نقطه انفصال از نوع دوم   0xاگر حداقل يكي از اين دو حد وجود نداشته باشد، نقطه            . نامند ناپيوستگي جهشي مي   نقطه انفصال از نوع اول يا نقطه      

  :آيد از رابطه زير به دست مي0x در نقطه xf)( يك نقطه ناپيوستگي جهشي باشد، مقدار جهش تابع 0xاگر  .نامندمي

)(lim)(lim)()( xfxfxfxf
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xf)( يك نقطه ناپيوستگي جهشي تابع 0xهمچنين اگر  xf)( باشد، مقدار جهش تابع ′   : به صورت زير خواهد بود0x در نقطه ′
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 بـه صـورت     هاي تابع يـا مـشتقات آن       در اين كتاب، ناپيوستگي    . را تعريف نمود   xf)(هاي مرتبه بالاتر تابع     توان جهش مشتق  به همين ترتيب، مي   
  .قرينه روابط فوق تعريف شده است

ππتابع  به طور مثال     ≤≤− x   و xxf  فاقد يك نقطه ناپيوستگي جهـشي       ،، در طول يك دوره تناوب اساسي خود       π2=T با دوره تناوب     )(=

باشد، اما مشتق اين تابع يعني       مي
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π=x 211000             : باشد ميروبرو داراي جهش به صورت =−−=′−′= −+ )()()( ffx  
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A-۵ -   ،     
],[ را در بازه xf)(تابع  baع روي بازه نامند، هرگاه مشتق اين تاب هموار مي],[ baاز لحاظ هندسي، اين تعريف بدان معني است . پيوسته باشد 

xfy)(كه جهت مماس بر منحني  تابع . باشداي مي به طور پيوسته و بدون جهش، تغيير كند و لذا نمودار يك تابع هموار، فاقد نقاط گوشه=
)(xfر بازه  را د],[ baنامند، هر گاه تابع اي هموار مي تكه)(xf و تابع )(xf ],[ هر دو روي بازه ′ ba پيوسته باشند، يا فقط داراي تعداد 

اي، يا يك منحني بديهي است كه نمودار تابع پيوسته تكه.  باشنداولد از نوع محدودي نقاط ناپيوستگي باشند كه البته اين نقاط ناپيوستگي نيز باي
اي ، جهت مماس بر  نقاط گوشهدر اين كه ،باشداي مي كه داراي تعداد محدودي نقاط گوشه،پيوسته است و يا يك منحني غير پيوسته است

  .كندمنحني به يكباره تغيير مي

A-۶-     
]را در بازه ...  و x3Φ)( و x2Φ)( و x1Φ)( و x0Φ)(محدود متشكل از توابع حقيقي سيستم نا ]ba,نامند، هر گاه به ازاي هر  متعامد ميm و 

n غير يكسان )( nm             : داشته باشيم≠ =≠=
b

a mn nmnmdxxx ,...),,,,()()( 32100ΦΦ  

                                     :همچنين همواره فرض بر آن است كه ≠
b

a n dxx 02 )(Φ  

به طور مثال، سيستم متشكل از توابع        
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xn ππ sin,cos,1 )( Nn ] يك سيستم متعامد دربازه      ∋ ]LL,−  همچنين اين سيـستم    . مي باشد ، 

]متعامد در بازه  ]L20, يا هر بازه دلخواه ديگري به صورت [ ]aLa   :روابط زير به راحتي قابل اثبات است.  نيز مي باشد,2+
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 ههرگا :10-1تمرین  
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3 xdxxf sin)(كدام است؟                  ) 85 سراسري –برق(   

8) 2      صفر) 1
3π      3 (16

3π      4 (36
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  :توان چنين نوشتبنابراين مي. باشدد مي فرxf)(ديهي است كه تابع  ب:حل 
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  : خواهيم داشت بنابراين، طبق خاصيت تعامد توابع مثلثاتي،. فقط دو جمله از پرانتز اول با جملاتي مشابه از پرانتز دوم تطابق دارد
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 17   سري فوريه: فصل اول

 B-    f(x)       
] يك تابع تعريف شده در بازه        xf)(فرض كنيد تابع     ]ba, سيـستم متـشكل از توابـع        همچنين  .  باشد{ }),...(),(),( xxx 210 ΦΦΦ    يـك سيـستم
],[متعامد در بازه  baاگر بتوان تابع . باشد)(xf را به صورت تركيب خطي از توابع )(xnΦ  بيان كردبه صورت زير:  
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                        :از رابطه زير به دست خواهند آمدnc ضرايب آنگاه
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} بر حسب پايه متعامد سيـستم  xf)( سري فوريه تابع ايبضر به دست آمده از رابطه فوق  را،     ضرايب }),...()...,(),( xxx nΦΦΦ نامنـد و   مـي 10

سري  
∞

=0n
nn xc )(Φ   هاي متعامد و بسط فوريه تابع       در جدول زير، مهمترين سيستم    . نامند تابع مي   اين  را سري فوريه)(xf     يـان   بر حسب آنهـا، ب

  :اندشده



 

  رياضيات مهندسي18 
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B - ۱-     
,,..., بوده و n≤0اگر  321 ααα0هاي مثبت معادله  ريشه=)(xJnباشند ،) )(xJnبسط فوريه بسل تابع تعريف شده )  تابع بسل نوع اول است

                       : نوشتمقابلرت توان به صورا مي) 0 و 1(در بازه 
∞

=
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1r
rnr xJAxf )()( α  

        :توان چنين نوشتبا استفاده از خاصيت تعامد توابع بسل، مي
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B-۲-      
      :گردد تعريف ميمقابل تعريف شده باشد، بسط فوريه لژاندر به صورت) -1 , 1( كه در بازه xf)(براي تابع 

∞

=
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0n
nn xPAxf )()(  

                      : گردد محاسبه ميمقابلباشد، كه از فرمول اي لژاندر مي چند جملهxPn)(منظور از 
n

nn

nn
dx

xd

n
xP

)(
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)( 1
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1 2 −=  

)(xP k2 تابعي زوج بر حسب x و )(xP k 12 )()(  . باشد ميxتابعي فرد بر حسب − xPxP kk 1212 −− −=−          )()( xPxP kk 22 =−  
  

    : توان چنين نوشتايهاي لژاندر، ميبا استفاده از ويژگي تعامد چند جمله

−
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dxxPxf
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A nn )()(  

   )88 آزاد –دكتري برق (                دي است؟  در مبحث سري فوريه تعميم يافته، كدام يك از مفاهيم زير، بنيا:11- 1تمرین  
  پذيريمشتق) 4    پيوستگي) 3      تعامد) 2    تناوب) 1

پـذيري نيـز از مفـاهيم بنيـادي         همچنين پيوستگي و مشتق   . باشد در مبحث سري فوريه بسل و لژاندر، لزومي بر متناوب بودن تابع نمي             :حل 

  .پذير نباشد، ولي بتوان آنرا توسط سري فوريه تعميم يافته بيان كرد، تابعي مشتقمبحث سري فوريه تعميم يافته نيست و ممكن است

 را نمايش دهد، آنگاه مقدار nاي لژاندر درجه ، يك چند جملهn به ازاي هر عدد صحيح نامنفي xPn)(اگر  :12- 1تمرین  

− −−=
1
1 12

24 2 dxxPxxI kk )( كدام است؟ )()( 1≥k                 ) 73، مشابه برق سراسري 91 سراسري –دكتري(  
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      4 (0=kI به ازاي هر  Nk ∈  

xP)( تابع :حل  k 12 حاصل انتگرال همواره  بوده و  x عبارت زير انتگرال نيز تابعي فرد بر حسب ، بنابراين.باشد ميxسب  تابعي فرد برح−

  . شدصفر خواهد 
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  فوريه تابع– در بسط لژاندر 2C مطلوب است مقدار :13-1تمرین  
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2132براي . باشندهاي لژاندر مياي، چند جملهxPn)(آن، 
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2 =−= nxxP   )91 سراسري –مكانيك (                 .)(),(
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  :توان چنين نوشت سري فوريه لژاندر، ميضرايب طبق فرمول محاسبه :حل 
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 در بسط فوريه لژاندر تابع :14- 1تمرین  
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  :توان به صورت زير، تعريف كردمي) -1 , 1( را در بازه xf)( تابع :حل 
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10با توجه به اينكه  =)(xPتوان چنين نوشتباشد، مي مي:         )()()()( 112
1

0 <<−+= xxgxPxf  

xP02)(يعني  (،xf)(قسمت اول تابع 
در واقع بسط فوريه لژاندر اين تابع، برابر .اي بوده و نيازي به بسط فوريه لژاندر، نداردخود به صورت پايه) 1

و ) xبرحسب ( تابعي فرد xg)(از طرفي .  جستجو كنيمxg)( را بايد در بسط فوريه لژاندر تابع 6Aبه اين ترتيب، ضريب . باشدخود تابع مي

)(xP6باشد و لذا تابعي زوج مي :                   −−
==+=

1
1 6

1
1 6 02

13
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12
dxxPxgAdxxPxg

n
A nn )()()()(  

B -۳ -     
  : معمولاً با دو مساله زير مواجه هستيم ،در بحث سري فوريه مثلثاتي

  .آوريمبدست ) در صورت وجود(ثاتي آن را ، سري فوريه مثلxf)(داشتن تابع با ) الف
تـوان از    همچنـين مـي    . تابع متناظر با آن را تعيين نمـاييم        ،، همگرايي يا واگرايي سري و در برخي موارد         يك تابع  با داشتن سري فوريه مثلثاتي    ) ب

  .هاي عددي و انتگرالهاي پيچيده را محاسبه نمودبرخي از سري ،روي بسط فوريه مثلثاتي يك تابع حاصل
),( در فاصله    xf)(هرگاه تابع    LL−    ،و متناوب با دوره تنـاوب  )  در تعداد متناهي از نقاطبه جز احتمالاً( تعريف شده باشدLT  باشـد و نيـز   =2

)(xf و )(xf ),( در بازه ′ LL−اي هموار باشند، آنگاه سري فوريه مثلثاتي متناظر با تابع  به طور تكه)(xfصورت زير خواهد بود به:  
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xf )sincos()( ππ   

  :از روابط زير به دست مي آيندnb و na ضرايبكه در آن 

        − ==
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Ln ndx
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xf

L
b ,...,,sin)( 3211 π             − ==
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Ln ndx
L

xn
xf

L
a ,...,,,cos)( 32101 π  

Lx فقط در بازه     xf)(در بعضي مسائل، تابع       متنـاوب    تعريف شده است و بنابر شرايط خاص مساله ناچاريم، چنـين تـابعي را بـه صـورت                  0>>
−>>0 را در بازه     xf)(اگر بنا بر نياز مساله، تابع       . گسترش دهيم  xL  اي تعريف كنيم كه شكل تابع ايجاد شده در بازه          ، به گونهLxL با  −>>
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LTزوج گردد، و سپس سري فوريه اين تابع با دوره تناوب            تقارن   اي زوج  دامنهبسط نيم  را بنويسيم، آنگاه سري مثلثاتي حاصل را در اصطلاح،           =2

=         .نامندمي f(x)تابع 
L

n dx
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xn
xf

L
a 0

2 πcos)(                       
∞
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n L

xn
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a
xf

πcos)(  

−>>0 را در بازه،     xf)(به همين ترتيب، اگر بر طبق شرايط مساله، تابع           xL    اي تعريـف كنـيم كـه شـكل تـابع ايجـاد شـده در بـازه                   بـه گونـه
LxL LTفرد گردد، و سپس سري فوريه اين تابع را با دوره تناوب             با تقارن    −>> -دامنـه بسط نيم آنگاه سري مثلثاتي حاصل را،     ، بنويسيم =2

=        .امندن مي f(x) فرد تابع اي
L

n dx
L

xn
xf

L
b 0

2 πsin)(                   
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1n
n L

xn
bxf

πsin)(  

)()( بسط فوريه مثلثاتي ،به طور مثال ππ <<−= x
x

xf   : باشدمي به صورت زير π2=T با دوره تناوب 2
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2در نمودارهاي شكل زير، مراحل مختلف تشكيل تابع 
x

xf =)(، )( ππ <<− x  نشان داده شده است،توابع مثلثاتياز روي .  
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  :عبارتند از xf)( در مورد وجود سري فوريه مثلثاتي براي تابع مفروض شرايط ديريكله

  . در يك دوره تناوب خود انتگرال پذير باشدxf)( تابع -1
  .)اي هموار باشد تكهxf)(. ( تعداد نقاط ناپيوستگي تابع، در يك دوره تناوب آن محدود باشد-2
  . در يك دوره تناوب آن محدود باشدxf)(نيمم تابع  تعداد نقاط ماكزيمم و مي-3

0xxاگر   0xx باشد، در آن صورت سري مثلثاتي متناظر با آن به ازاي             xf)( يك نقطه پيوستگي تابع      = )( بـه سـمت      = 0xf   همگـرا 
0xxهمچنـين اگـر     . خواهد شـد   0xx سـري مثلثـاتي متنـاظر بـا آن بـه ازاي              ، باشـد  xf)( نقطـه ناپيوسـتگي تـابع        =  بـه سـمت     =

2
00 )()( −+ + xfxfا خواهد شدر همگ.  

)()sin(تابع  :15-1تمرین  
x

xxf
ππ را در محدوده =1 <<− xتوان گفت اين تابعدر اين صورت مي.  در نظر بگيريد:    

  )83 سراسري -مكانيك(                 .باشد، چون داراي ناپيوستگي در محدوده است داراي بسط فوريه نمي)1
  . محدوده است، چون تابع زوج مي باشد داراي بسط كسينوسي فوريه در)2
  .نيست) پريوديك(باشد، چون تابع نوساني  در محدوده داراي بسط فوريه نمي)3
  .باشدباشد، چون تعداد حداكثر و حداقل آن محدود نمي در محدوده داراي بسط فوريه نمي)4

)()sin( تابع: حل 
x

xxf
ππ اين تابع را در محدوده       اما اگر .  در حالت كلي نوساني نيست     =1 <<− x       تعريف نموده و سپس شكل بدست 

  ) نادرست3گزينه . ( يك تابع نوساني به دست خواهد آمد، تكرار نماييمπ2=Tآمده را در ساير نقاط با دوره تناوب 
باشد، بر طبق قضيه رول، مشتق اين تابع نيز داراي           داراي تعداد نامحدودي ريشه مي     x=0 در نزديكي     پيوسته بوده و   xf)(با توجه به اينكه تابع      

ππنيمم در محدوده     داراي تعداد نامحدودي نقاط ماكزيمم و مي       xf)(به عبارت ديگر، تابع     . تعداد نامحدودي ريشه خواهد بود     <<− x   خواهـد 
  .است صحيح )4(گزينه بنابراين . كندبود و لذا در شرايط قضيه ديريكله صدق نمي

),(مقدار سري فوريه متناظر تابع متناوب  :16-1تمرین   πππ 2=<<− Tx   xxxf +=    كدام است؟π=x در نقطه )(2

1 (π      2 (2π      3 (4
2π      4 (ππ   ) 82 سراسري -مكانيك(                   2+

),( را در بازه     xf)( اگر تابع    :حل  ππ−          رسم كرده و آن را با دوره تناوب π2=T ه نقطـه    ك ـكرار نماييم، خـواهيم ديـد        تπ=x  ،  نقطـه

، ميانگين حـدود چـپ و راسـت تـابع     π=x نقطه  در طبق قضيه ديريكله، مقدار سري فوريه متناظر     ،بنابراين .باشد مي انفصال تابع متناوب حاصل   
)(xfدر اين نقطه خواهد بود .   
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xexfxبسط فوريه تابع  :17-1تمرین   =<<− )(,ππعبارت است از :                   )86 آزاد -اترونيكمك(  
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سري فوريه كسينوسي نيم دامنه تابع  :37-1تمرین  
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  انواع تقارن) بخش اول

                    : صورت بهTاي  با دوره تناوب پايهxf)(در بسط فوريه مثلثاتي تابع 
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Tسري فوريه تابع ضرايبدر اين صورت اگر بخواهيم .رفت نيز در نظر گ )(xf بر اساس دوره تناوب  راT بنويسيم، فقط 

)(. توانند غير صفر باشند ميnb2 و na2 ضرايب 01212 == −− nn ba  
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به محورهاي عمودي نسبت ) Tاي با دوره تناوب پايه (xf)(توان با بررسي وضعيت تقارن تابع متناوب ها، ميدر برخي از تست

0=x و 
4
T

x   :  را مطابق جدول زير تعيين كردxf)( غير صفر بسط فوريه مثلثاتي تابع ضرايب، =

4 نسبت به محور xf)(وضعيت تقارن تابع    غير صفرضرايب
T

x   x=0 نسبت به محور xf)(ت تقارن تابع وضعي  =
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مقدار ثابتي را به آن تابع اضافه يا از آن كم           (رن فرد را در راستاي عمودي جابجا كنيم         چنانچه نمودار يك تابع متناوب با تقا      : تقارن مخفي 
  . گوييم تابع حاصل تقارن مخفي دارددر اين حالت مي. از وضعيت تقارن فرد خارج خواهدشد) كنيم

مقـدار  . ( راستاي عمودي جابجـا كنـيم  ها براي تشخيص تقارن مخفي يك تابع متناوب داده شده، كافي است نمودار آن تابع را در در تست 
تـوانيم سـري    گوييم آن تابع تقارن مخفـي دارد و مـي         چنانچه در اثر اين جابجايي، تقارن فردي آشكار گردد، مي         )  آنرا حذف كنيم   طمتوس
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 تابع متناوب  -5
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  متعامدتوابع سيستم  )بخش دوم
]را در بازه ...  و x3Φ)( و x2Φ)( و x1Φ)(  وx0Φ)(سيستم نامحدود متشكل از توابع حقيقي  ]ba,نامند، هر گاه به ازاي  متعامد مي
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)(x1Φ و )(x2Φ و )(x3Φ ...نوشت .  
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          نمونه مهم ديگري از دستگاه متعامد در بازه],[  ولي  ،گيريم را در نظر مي    xJ0)( كه براي سادگي تنها تابع       ، عبارتست از توابع بسل    10
)()(كنيم براي همه آنچه را كه بيان مي xJn n0>هم درست است  .  

123هـا را  هاي مثبت دارد كه اگر اين ريـشه ي از ريشهاي نامتناه مجموعهxJ0)(شود كه  ثابت مي  ،در نظريه توابع بسل    ξξξξ ,,,...,..., n 

)()()(                   :  خواهيم داشت،در نظر بگيريم nmdxxJxJx mn ≠=
1
0 00 0ξξ  

}){( سيستم توابعتوان گفت در نتيجه مي xJx nξ0 در بازه ],[   .  متعامدند10
  : باشدها را محاسبه نمود كه مهمترين آنها به شرح زير ميتوان حاصل برخي از انتگرال مي،تعامد توابع مثلثاتيبا استفاده از خاصيت 
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  . نيز محاسبه كرد) مبحث اعداد مختلط(ها توان، با استفاده از قضيه ماندهبرخي از اين انتگرالها را مي

02حت چه شرايطي رابطه  ت-10
0 =

π
dxnxmx coscos82 سراسري –مهندسي معدن (                         برقرار است؟(  

  . اعداد صحيح و نامساوي باشندn و mاگر ) 2      . فقط اعداد صحيح باشندn و mاگر ) 1
  . نيست تساوي برقرارn و mبه ازاي هيچ مقدار ) 4    . برقرار استn و mبراي كليه مقادير ) 3

] مجموعه توابعي كه درفاصلة-11 ]ba,يي پيوسته هستند با تكه[ ]baC p : شوند چنين تعريف ميC وSهايعلاوه مجموعهبه.شودنمايش داده مي,
{ },...sin,sin,sin xxxS 32Δ و { },...cos,cos,cos, xxxC 321Δ 87  آزاد -دكتري برق(                : توان گفت كهمي(  

] براي Sمجموعة ) 1 ]ππ ,−pCيك مجموعة متعامد كامل است .  

SC مجموعة) 2  براي [ ]ππ ,−pCيك مجموعة متعامد كامل است .  

] براي Cمجموعة ) 3 ]ππ ,−pCيك مجموعة متعامد كامل است .  

SCمجموعة ) 4  براي [ ]π,0pCمتعامد كامل است يك مجموعة .  

}توان گفت كه مجموعةمي-12 },...sin,cos,sin,cos,sin,cos xxxxxx ππاي پيوسته روي فاصلةبراي مجموعة توابع تكه3322 ≤≤− x.  
  )89  آزاد -دكتري برق(                      . يك مجموعة متعامد و كامل استxw)(=1نسبت به تابع وزن ) 1
  . يك مجموعة متعامد است اما كامل نيستxw)(=1نسبت به تابع وزن ) 2

xexwنسبت به تابع وزن ) 3   . يك مجموعة متعامد و كامل است)(=

xexwنسبت به تابع وزن ) 4   . اما كامل نيست يك مجموعة متعامد است)(=
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  )81  آزاد –بيوالكتريك (                   

0621 اگر -14 2 =+′−′′− yyxyx 0221 و )( 2 =+′−′′− yyxyx   :  باشند داريمxy2)( و xy1)(هايي به صورت  به ترتيب داراي جواب)(
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  اي شكل توابع پله فوريهي سر )بخش چهارم 
  . ناميماي شكل متقارن ميهاي مختلف آن يكسان باشد، تابع پلهاي شكل متناوبي را كه بازه تعريف دامنهتابع پله

  .هاي فرد كسينوسي يا سينوسي وجود دارد فقط هارمونيك،اي شكل متقارندر بسط فوريه مثلثاتي تابع پله
  هاي فرد كسينوسي وجود دارند كه يك در ميان تغيير علامت  فقط هارمونيك،اي شكل متقارن زوجفوريه مثلثاتي تابع پلهدر بسط 

علامت   مينيمم تابع رخ دهد،x=0 علامت اولين هارمونيك مثبت است و اگر در ، ماكزيمم تابع رخ دهدx=0چنانچه در . دهندمي
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  . ها منفي خواهد بود باشد، علامت همه هارمونيك−xsinشكل موج 







−=−

=
=

1212
4

20
1 mn

m
A

mn
bn

π)(
               





<<−−
<<

=
0

0
1

1
xLA

LxA
xf )(  

  . هاي فرد سينوسي وجود دارد فقط هارمونيك، نيز فرد مخفيبا تقارناي شكل در بسط فوريه تابع پله










=

+=

≥=

⎯⎯⎯ →⎯




<<−
<<

= ≠

0
2

10

0
0

2

21
0

2

1
21

n

n

AA

b

AA
a

na

xLA

LxA
xf )(  

 مطلوب است بسط -32




<<
<<−−

=
π

π
x

x
xf 01

01
  )80آزاد » تبديل انرژي و طراحي جامدات«مكانيك (            . بر حسب يك سري سينوسي فوريه)(

1 (
∞

= −
−=

1 12
124

n
n

xn
xf

)sin()( π      2 (
∞

=
=

1

24
n

n
nx

xf
sin)( π  

3 (
∞

=

−=
1

24
n

n
nx

xf
sin)( π      4 (

∞

=
=

1

2
4

n
n

nx
xf

sin)( π  

 سري فورية -33




<<
<≤−−= 401

041
x

x
xf   )82 سراسري –كامپيوتر         (             كدام است؟)(

1 (
∞

=1 4
8

n

xn
n

π
π sin        2 (

∞

=1 4
4

n

xn
n

π
π sin  

3( ( )
∞

=

−
−1 4

12
12

8
n

xn
n

π
π

)(sin      4 (( )
∞

=

−
−1 4

12
12

4
n

xn
n

π
π

)(sin  

 سري فورية تابع متناوب -34




≤≤
<≤−−= π

π
x

x
xf 01

  )85 سراسري –هوا و فضا (              كدام است؟)(01

1 (...)sinsin(sin +++ 5
5

3
34 xx

xπ    2 (...)!
sin

!
sin(sin +++ 3

4
2
324 xx

xπ  

3 (...)!
sin

!
sin(sin +++ 3

3
2
24 xx

xπ    4 (...)sinsin(sin +++ 3
3

2
24 xx

xπ  



  

 65   ايستگاه نكته و تست فصل اول

>>π سري فوريه تابع تناوبي -35 x0 و 
x

x
xf   )87 سراسري –مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون (       : عبارت است ازπ2=P با دوره تناوب )(=

1 (...)sinsin(sin +++ xxx 55
133

14
π    2 (...)sinsin(sin +++ xxx 55

133
1

4
π  

3 (...)sinsin(sin +−+− xxx 55
133

14
π    4 (...)sinsin(sin −+− xxx 55

133
1

4
π  

  )82  آزاد –بيو الكتريك (                          سري فوريه تابع زير كدام است؟-36

)()()( xfxf
x

x
xf =+





<<
<<−−= ππ

π 202
02  

1 (
∞

=1

8
n

n
nxsin

π  2 (
∞

= −
−

1 12
128

n
n

xn )sin(
π  3 (nx

n
n

n
sin)(

∞

=

−

1

18
π  4 (

∞

= −
−−

1 12
1218

n

n

n
xn )sin()(

π  

  
  

  )87  آزاد –مكاترونيك (                                   بع زير كدام است؟ سري فوريه تا-37

1 (
∞

= −
−

1 12
1214

n
n

n )sin(sin
π



      2 (
∞

= −
−−

1 12
12114

n

n

n
xn )sin()(sin

π


  

3 (
∞

=

−

1

114
n

n

n
nxsin)(sin

π


      4 (
∞

=1

14
n

n
nxsinsin

π


  

 سري فوريه تابع -38






<<
<<−

−<<−
=

210
11

120

t
tk
t

tf )()(، T=4 با دوره تناوب )( tftf =+   )80 سراسري -مهندسي هوا و فضا(       : عبارت است از4

1 (...)coscos(cos)( −+−+= ttt
kk

tf ππππ 55
133

1
2  

2 (...)sinsin(sin)( −+−+= ttt
kk

tf 2
5

5
1

2
3

3
1

2
2

2
πππ

π  

3 (...)coscos(cos)( −+−+= ttt
kk

tf 2
5

5
1

2
3

3
1

2
2

2
πππ

π  

4 (...)sinsin(sin)( −+−+= ttt
kk

tf ππππ 55
133

12
2  

  ) 82 سراسري –مكانيك          (          كدام است؟ x4cos در بسط فوريه تابع متناوب شكل روبرو ضريب -39

1 (π2
1−    2 (0  

3 (π2
1    4 (π4

1                

  )81 آزاد -»كليه گرايشها«مكانيك              (          :اي شكل زير عبارت است از تابع پله بسط سري فوريه-40

1 (
∞

=

−−=
1

22
111

n

n
nx

n
xf cos)()( π  2 (

∞

= −
−+=

1 12
122

2
1

n
n

xn
xf

)sin()( π  

3 (
∞

= −
−+=

1 12
12

3
21

n
n

xn
xf

)cos()( π  4 (
∞

=

−−=
1 2

211
2
1

n

n

n
nx

xf
sin)()( π      







<<
<<−−=

π
π
x

x
xf

01
01





sin
sin)(



 

  رياضيات مهندسي66 

 در سري فوريه كسينوسي تابع 3a و 2a ضرايب -41









≤<

≤≤
=

ππ

π

x

x
xf

22
201

  ) 82 سراسري –مكانيك          (       كدامند؟)(

1 (π3
20 32 == aa ,        2 (ππ 5

2
3
2

32
−== aa ,    

3 (03
2

32 == aa ,π        4 (π5
20 32 −== aa ,  

تابع متناوب ي ه سري فوري- 42




≤≤
<≤−= π

π
x

x
xf 01

  )84 سراسري –مهندسي هوا و فضا            (         كدام است؟)(00

1 (
∞

=1 2
22

k
k

kxcos
π        2 (

∞

= +
++

1 12
122

2
1

k
k

xk
)(
)sin(

π  

3 (
∞

=

−−

1

1

2
12

k

k
kx

k
sin)(

π        4 (
∞

=
++

+1

11212
1

k

kx
k

xk
k

)cos)sin((  

 سري فوريه نيم دامنه كسينوسي تابع -43









<<

<<
=

ππ

π

x

x
xf

21
200

  )89 آزاد –بيومتريال (                                كدام است؟)(

1( xm
m

m

m
)cos()(

)( 1212
12

2
1

1
−

−
−+ 

∞

= π    2 ()cos()(
)(

mx
m

m

m


∞

= −
−+

1 12
12

2
1

π    

3 (xm
m

m

m
)cos()(

)( 1212
12

2
1

1
−−

−− 
∞

= π    4 (mx
m

m

m
cos)(

)(
∞

= −
−−

1 12
12

2
1

π  

ــابع   -44 ــه ت ــيم دامن ــسينوسي ن ــه ك ــري فوري ــه f س ــاه در ناحي ــسيد هرگ ــه  را بنوي ــورت    fاي ك ــه ص ــف آن ب ــت، تعري ــفر اس ــر ص  غي

)()()()( xHxHxHxf −+−−−=  باشد كه در آن 212




<
>= 00

01
x
x

xH   )85 سراسري -برق (                 .)(

1 (
∞

=

− −
−

−

1

1

2
12

12
14

m

m xm
m

xf
π

π
)(cos)(

)(~)(    2 (
∞

=

− −
−

−

1

1

2
12

12
12

m

m xm
m

xf
π

π
)(cos)(

)(~)(  

3 (
∞

=

− −
−

−−

1

1

2
12

12
14

m

m xm
m

xf
π

π
)(cos)(

)(~)(    4 (
∞

=

−
−

−−

1 2
12

12
14

m

m xm
m

xf
π

π
)(cos)(

)(~)(  



  

 67   ايستگاه نكته و تست فصل اول

  سري فوريه توابع مثلثي شكل  )بخش پنجم 
باشـد،  ) نفـي يكـسان   هـاي مثبـت و م     شيب( را كه نمودار آن در هر دوره تناوب به شكل يك مثلث متساوي الساقين                xf)(تابع متناوب   

  .ناميمشيب متقارن مي
),(. هاي فرد سينوسي و كسينوسي وجود دارنددر بسط فوريه مثلثاتي شيب متقارن، فقط هارمونيك 1022 ≥== nba nn  

),,( هاي فرد كسينوسي وجود دارند    در بسط فوريه مثلثاتي شيب متقارن زوج، فقط هارمونيك         100 2 ≥== nab nn    هـا هـم     كه همگـي آن
 مينيمم تـابع رخ دهـد، علامـت    x=0ها مثبت است و اگر در       ماكزيمم تابع رخ دهد علامت همه هارمونيك       x=0چنانچه در   . اندعلامت

  . ها منفي استهمه هارمونيك
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 باشد، علامت اولين هارمونيك سينوسي مثبت است و        xsinچنانچه نمودار تابع متناوب حاصل تداعي كننده شكل موج          . دهندعلامت مي 

  . باشد، علامت اولين هارمونيك سينوسي منفي خواهد بود−xsin موج اگر نمودار تابع متناوب حاصل تداعي كننده شكل
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  اياي و غير پايهسري فوريه توابع مثلثاتي پايه )بخش ششم
  اي نباشـد، تـابع مثلثـاتي غيـر پايـه         ) يـا كـسينوسي   ( نمودار آن مشابه نوسانات كامل يك شكل موج سينوسي           تابع مثلثاتي متناوبي را كه    

را انتخـاب كـرده و آنـرا بـه طـور متنـاوب       ) كـسينوسي (به طور مثال، چنانچه قسمتي از يك نوسان كامل شكل موج سينوسـي     . ناميممي
  .اي خواهد بودتي غير پايهگسترش دهيم، تابع متناوب بدست آمده، به صورت مثلثا

اما اگر تـابع مثلثـاتي بـه صـورت     . باشداي نيازي به بسط فوريه مثلثاتي نداشته و در واقع بسط فوريه آن برابر خودش مي تابع مثلثاتي پايه  
xxfبه طور مثال اگـر تـابع        . اي باشد، نياز به بسط فوريه مثلثاتي خواهد داشت        غير پايه  sin)( >>π بـازه     در = x0      تعريـف گـردد و 

 نمـودار حاصـل بـه صـورت نوسـانات كامـل يـك شـكل مـوج          ، بسط دهيمπ2=Tسپس اين تابع را گسترش فرد داده و با دوره تناوب         
xxfبنابراين در اين حالت بسط فوريه مثلثاتي        . سينوسي خواهد بود   sin)( xxfاما اگـر تـابع      .  خواهد بود  xsin برابر   = sin)(  در  =

>>πبازه   x0     رش زوج داده و با دوره تناوب ت تعريف گردد و سپس اين تابع را گسπ2=T   بسط دهيم، نمودار حاصل شـبيه نوسـانات 
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 1-     )4(  
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  . دارد و لذا سري فوريه آن سينوسي خواهد بودتقارن فرد
 4-    ) 1(  
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 ناين ضرايب سري فوريه مختلط آبنابر حقيقي و زوج است، xf)(همچنين تابع ) ؟ (.باشد مي1 برابر xf)(ر متوسط تابع بديهي است كه مقدا
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  . اين ويژگي را دارد2 باشد، كه فقط گزينة  كمتر1كمي از بديهي است كه حاصل سري عددي مورد نظر بايد 
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  . نيز  قابل اثبات است3پارسوال استفاده نماييم، سري عددي گزينه 
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باشد، در صورت كسر  مي3ايي سري عددي  بوده و با توجه به اينكه درجه همگر كمتر1كمي از بديهي است كه حاصل سري عددي مورد نظر 
  . اين ويژگي را دارد1 داشته باشيم، كه فقط گزينه 3πحاصل بايد عامل 
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  . اين ويژگي را دارد1داشته باشيم، كه فقط گزينه 

 120-) 4(  


∞

=
==+−+−=

+
−

0

2

2222 122
4
1

3
1

2
11

1
1

n

n

n

πη )(...
)(

)(  

 121 - )3(  


∞

=
==

1

2

2 621
n n

πζ )(  
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