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  Ľɧİ Õͦ ɢ  
هاي عظيم در زمينـه ارتباطـات و مخـابرات بـه واسـطه       پيشرفت .باشدزيباترين و پر كاربردترين دستاوردهاي رياضيات نوين مي       يكي از   آناليز فوريه   

 شـرايط مـرزي     توان در حل معادلات ديفرانسيل بـا مـشتقات جزئـي همـراه بـا              آناليز فوريه مي  همچنين  . باشدگيري از اين شاخه رياضيات مي     بهره
  . استفاده نمود

 سري فوريـه    ضرايبشود و به دنبال آن خواص        بسط فوريه توابع مقدماتي، شروع مي      ضرايباي آناليز فوريه و يافتن      مباحث اين فصل با مفاهيم پايه     
اي از  اعداد مخـتلط، كاربردهـاي ويـژه      ا تلفيق مباحث آناليز فوريه و       همچنين ب . گيردورد بررسي قرار مي   هاي عددي م  و كاربرد آن در محاسبه سري     

  . هاي مثلثاتي و انتگرالهاي خاص بيان خواهد شدرياضيات مهندسي در محاسبه حاصل برخي از سري

  

  

  

  

  

  
 A- Ľ Øˁ Ƚÿð ÔĶØŲôĬ͈ÕŲ   

A-۱-  ×ñÿĬ Ô̡ Õӏə ĵ×ŲĬ ÕŨ   
، xf)(  تـابع  متعلـق بـه دامنـه تعريـف    x كه به ازاي همه مقـادير  ، وجود داشته باشد1Tناميم، هرگاه عدد مثبتي مانند       را متناوب مي   xf)(تابع  

1Tx )()( بوده و    xf)(  تابع  نيز متعلق به دامنه تعريف     ± xfTxf =±  نـشان داده و آن را دوره      Tا بـا     ر 1Tكـوچكترين مقـدار مثبـت       .  باشـد  1
  :توان چنين نوشت باشد، ميxf)( دوره تناوب اساسي تابع Tاگر . ناميم ميxf)(تابع ) يا تناوب اساسي(تناوب 
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 11   سري فوريه: فصل اول

  :مهمترين اين توابع همراه با دوره تناوب اساسي آنها در جدول زير آمده است.  توابع ذاتاً متناوب هستندبعضي از

)(تابع متناوب   تناوب اساسي ∞<<−∞ x  

a
π  axaxaxax nnnn cot,tan,cos,sin 22  

a
π2  axax nn 1212 −− cos,sin  

a
π  axax nn cos,sin  

n
1  [ ]nxnx −  

xxfدوره تناوب تابع  :1-1تمرین   π2sin)(    )91 آزاد –برق (                كدام است؟  =

1 (π      2 (1      3 (2
1      4 (2

π  

2              :توان چنين نوشت مي، با توجه به جدول فوق:حل 
1

2 == π
π

T  

A-۲- ĵ×Ųðļ ÕŴ ×ñÿĬ Ô̡ Õӏə Öõı Õ̫ ̃
Óɀ   

),( در بازه معين     xf)(فرض كنيد تابع     ba اگر تابع .  تعريف شده باشد)(xgف كنيم كه در بازه اي تعري را به گونه),( ba برابر )(xf بوده و به 
),(ازاي مقادير خارج از بازه  ba داشته باشيم )()( xgTxg =± )( abT   .خواهد بود T متناوب با دوره تناوب اساسي xg)( آنگاه تابع ،≤−

xxf تابع   ،به طور مثال   sin)( ∞−>>∞ با دامنه تعريف     = x،          ذاتاً متناوب بوده و تناوب اساسي آن برابر π2=T  باشـد در حاليكـه تـابع        مـي

xxg sin)( )( تعريف شده در بازه ،= 22
ππ <<− x با شرط )()( xgxg =± π، دوره تناوب اساسي با متناوب π=Tخواهد بود .  
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πsin)( كه در آنnb آنگاه اين رابطـه  ،اند ثابتضرايبها 

  )84 سراسري -برق(                          ؟كه كداميك از روابط زير صحيح باشندكند سري ايجاب مي
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 با بررسي رابطة :حل 
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πsin)(گردد نتايج زير حاصل مي:  

LT برابر xf)(دوره تناوب اساسي تابع ) 1 ))()((.  است=2 xfLxf =± 2  
))()((.  تقارن فرد داردx=0 نسبت به محور xf)(تابع ) 2 xfxf −=−  



 

  رياضيات مهندسي12 

Lxفقط در بازه  xf)(از طرفي تابع     داده xf)(هـا بايـد تـابع    بنابراين براي بدست آوردن مقادير اين تابع در ساير بازه.  تعريف شده است0>>
Lxشده در بازه  LT گسترش فرد داده و با دوره تناوب x=0 را نسبت به محور 0>>   : در اين صورت خواهيم داشت.  تكرار نماييم=2

002)  نادرست3 و 2هاي گزينه( =−== )()()( LffLf      ) 333 )  نادرست1گزينه
LL

f
L

f −=−=− )()(  

  . صحيح است) 4(به اين ترتيب، گزينه 

A-۳-   øðļ ÔŴðÕŲ þôĬ Õͦ  
)()( باشد و    xf)(متعلق به دامنه تعريف تابع       نيز   −xf، x)(  تابع  تعريف  متعلق به دامنه   xبه ازاي هر     چنانچه   :تقارن زوج  xfxf  گردد،  −=

  .متقارن است) هاyمحور  (x=0 نسبت به محور ،هر تابع زوج . تقارن زوج داردxf)(گوييم، تابع مي

  كدام يك از توابع متناوب زير، تقارن زوج دارد؟ :3-1تمرین  
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   : نمودار هر يك از توابع به صورت زير خواهد بود:حل 

  
  .  متقارن استx=0 نسبت به محور xf2)(ها، خواهيم ديد كه فقط تابع با بررسي گزينه

xxfمي توان گفت كه تابع  :4- 1تمرین   sin)( ∞−>>∞ روي فاصلة = x:                  )89  آزاد -دكتري برق(  

  . فرد است اما تناوبي نيست) 4    .فرد و تناوبي است) 3  .زوج است اما تناوبي نيست) 2  .زوج تناوبي است) 1

  : حل 
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  .)شود روند تغييرات تابع عوض ميx=0در  (. متناوب نيست است اما، زوج را رسم كنيم، خواهيم ديد كه اين تابعxf)(چنانچه نمودار تابع 

 حاصل :5- 1تمرین  
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 گـسترش زوج داشـته   x=0 نـسبت بـه محـور    ،كنـد كـه تـابع متنـاظر بـا آن      فـرم كـسينوسي سـري فوريـه داده شـده، ايجـاب مـي               :حل 

))()((.باشد xfxf  هـر چهـار   اما بايد به اين نكته توجه داشـته باشـيم كـه             . ها نادرست تلقي گردند   ثر بي دقتي همه گزينه    ممكن است، در ا   . −=
در واقع هر كدام از ايـن   . توان از روي ضابطه آنها در اين بازه، فرد يا زوج بودن آنها را تعيين كرد               اند و نمي   تعريف شده  π<x<0 گزينه، فقط در بازه   

>>πتوابع در بازه     x0 0محور  رسم شده و سپس نسبت به=xهمچنين دوره تناوب اساسـي سـري مثلثـاتي داده     .شوند گسترش زوج داده مي
)()(بنابراين لازم است كه     .  است π=Tشده، برابر    πff  ـ      3 و   2هاي   باشد كه گزينه   0=  در سـري    x=0بـا جايگـذاري     . د ايـن ويژگـي را ندارن

    ) نادرست است)1(گزينه (         :مثلثاتي داده شده، خواهيم داشت
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توان ثابت كرد كه سري مثلثاتي مي
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πcos)( متناوب )ب اساسي با تناوT (بوده و تقارن زوج دارد.  

)()( باشـد و  xf)( نيز متعلق بـه دامنـه تعريـف تـابع        −xf  ،x)( متعلق به دامنه تعريف تابع       xه ازاي هر     چنانچه ب  :تقارن فرد  xfxf −=− 
  . مختصات متقارن استهر تابع فرد نسبت به مبدأ.  تقارن فرد داردxf)(گردد، مي گوييم تابع 

   تقارن فرد دارد؟، كدام يك از توابع زير:6-1تمرین  
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  : نمودار هر يك از توابع به صورت زير خواهد بود:حل 

  
  

         
        

      
     
  

  

  . صحيح است4بنابراين گزينه .  مبدأ مختصات متقارن است نسبت بهxf4)(ها، خواهيم ديد كه فقط تابع با بررسي گزينه

 مقدار :7-1تمرین  
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  . اين ويژگي را دارد1فقط گزينههاي داده شده،از بين گزينه.كه تابع جواب، فرد باشدكند  ايجاب مي، سري فوريه داده شدهفرم سينوسي:حل 

توان ثابت كرد كه سري مثلثاتي مي
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 باشد و با انتقال شكل تابع به اندازه          T اساسي    متناوب با دوره تناوب    xf)( چنانچه تابع    :موجتقارن نيم 
2
T        به سمت چپ يا راست، شكل بدست 

))()(( قرينه شكل اوليه باشد ،آمده xf
T

xf −=±   .موج دارد تقارن نيمxf)(گوييم، تابع  مي2
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   دارد؟موج تقارن نيم،كدام يك از توابع زير :8-1تمرین  
1 (xxxf 21 sinsin)( +=        
2 (xxxf 32 cossin)( +=  
3 (xxxf 23 sincos)( +=      
4 (xxxf 24 coscos)( +=  

  :ها خواهيم داشتبا بررسي تك تك گزينه. باشد ميπ2=Tهاي داده شده برابر  دوره تناوب اساسي گزينه:حل 
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  . صحيح است) 2(گزينه  ،بنابراين
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مـوجي   بـا تقـارن ربـع      xf)(براي تابع   . موج نيز دارد   تقارن نيم  ، تقارن فرد داشته و علاوه بر اين       xf)(  در اين حالت تابع    : فرد يموجتقارن ربع 

            :توان چنين نوشت مي،فرد

         






−=±

−=−

)()(

)()(

xf
T

xf

xfxf

2
  

  

4 تقارن فرد و نسبت به محور عمودي x=0عمودي نسبت به محور xf)(در وضعيت تقارن ربع موجي فرد، تابع متناوب 
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  )84 آزاد -مكاترونيك(                    كند؟كدام گزينه سري مثلثاتي تابع شكل زير را ارائه مي :9-1تمرین  
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A-۴- þ Üð ÕñĬ Õͦ Õ̓ Ö̂ ɞ ĬØŨ ĵ×ŲĬ ÕŨ ÖĲϤ ×Ɨ  
 ممكن است وجـود داشـته       ،0x در نقطه    xf)( تابع    باشد، در اين صورت حد چپ و حد راست         xf)(تابع  ) انفصال( يك نقطه ناپيوستگي     0xگر  ا

 را 0x وجـود داشـته باشـند، نقطـه        0xاگر هر دوي حدود چپ و راست، در نقطـه           . باشند و يا فقط يكي از آنها و يا هيچكدام از آنها موجود نباشند             
 را نقطه انفصال از نوع دوم   0xاگر حداقل يكي از اين دو حد وجود نداشته باشد، نقطه            . نامند ناپيوستگي جهشي مي   نقطه انفصال از نوع اول يا نقطه      

  :آيد از رابطه زير به دست مي0x در نقطه xf)( يك نقطه ناپيوستگي جهشي باشد، مقدار جهش تابع 0xاگر  .نامندمي
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xf)( يك نقطه ناپيوستگي جهشي تابع 0xهمچنين اگر  xf)( باشد، مقدار جهش تابع ′   : به صورت زير خواهد بود0x در نقطه ′
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xxxx

′−′=′−′
−+ →→

−+

00
00  

 بـه صـورت     هاي تابع يـا مـشتقات آن       در اين كتاب، ناپيوستگي    . را تعريف نمود   xf)(هاي مرتبه بالاتر تابع     توان جهش مشتق  به همين ترتيب، مي   
  .قرينه روابط فوق تعريف شده است

ππتابع  به طور مثال     ≤≤− x   و xxf  فاقد يك نقطه ناپيوستگي جهـشي       ،، در طول يك دوره تناوب اساسي خود       π2=T با دوره تناوب     )(=

باشد، اما مشتق اين تابع يعني       مي




<<−−
<<

=′
01

01
x

x
xf

π
π

 و x=0ود در نقـاط  ، در طول يك دوره تناوب اساسي خ ـπ2=T با دوره تناوب   )(

π=x 211000             : باشد ميروبرو داراي جهش به صورت =−−=′−′= −+ )()()( ffx  

211 −=−−=′−′= −+ )()( πππ ffx  
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A-۵ - Ľ ÒΓ ÕŨ ĵ×ŲĬ ÕŨ ،ôðļήʫ ĵ×ŲĬ ÕŨôðļήʫ Ăð  
],[ را در بازه xf)(تابع  baع روي بازه نامند، هرگاه مشتق اين تاب هموار مي],[ baاز لحاظ هندسي، اين تعريف بدان معني است . پيوسته باشد 

xfy)(كه جهت مماس بر منحني  تابع . باشداي مي به طور پيوسته و بدون جهش، تغيير كند و لذا نمودار يك تابع هموار، فاقد نقاط گوشه=
)(xfر بازه  را د],[ baنامند، هر گاه تابع اي هموار مي تكه)(xf و تابع )(xf ],[ هر دو روي بازه ′ ba پيوسته باشند، يا فقط داراي تعداد 

اي، يا يك منحني بديهي است كه نمودار تابع پيوسته تكه.  باشنداولد از نوع محدودي نقاط ناپيوستگي باشند كه البته اين نقاط ناپيوستگي نيز باي
اي ، جهت مماس بر  نقاط گوشهدر اين كه ،باشداي مي كه داراي تعداد محدودي نقاط گوشه،پيوسته است و يا يك منحني غير پيوسته است

  .كندمنحني به يكباره تغيير مي

A-۶- İɘĬ͈ Õ̓ɬ ĵ×Ųðļ ÕŴ ĺÕʿ̂ Øӑƥ  
]را در بازه ...  و x3Φ)( و x2Φ)( و x1Φ)( و x0Φ)(محدود متشكل از توابع حقيقي سيستم نا ]ba,نامند، هر گاه به ازاي هر  متعامد ميm و 

n غير يكسان )( nm             : داشته باشيم≠ =≠=
b

a mn nmnmdxxx ,...),,,,()()( 32100ΦΦ  

                                     :همچنين همواره فرض بر آن است كه ≠
b

a n dxx 02 )(Φ  

به طور مثال، سيستم متشكل از توابع        








L
xn

L
xn ππ sin,cos,1 )( Nn ] يك سيستم متعامد دربازه      ∋ ]LL,−  همچنين اين سيـستم    . مي باشد ، 

]متعامد در بازه  ]L20, يا هر بازه دلخواه ديگري به صورت [ ]aLa   :روابط زير به راحتي قابل اثبات است.  نيز مي باشد,2+





=
≠

== − nmL

nm
dx

L

xm

L

xn
dx

L

xm

L

xn LL

L

02
0

ππππ coscoscoscos  

  





=
≠

== − nmL

nm
dx

L

xm

L

xn
dx

L

xm

L

xn LL

L

02
0

ππππ sinsinsinsin  

  

02
0 == − dx

L

xm

L

xn
dx

L

xm

L

xn LL

L

ππππ cossincossin  

 ههرگا :10-1تمرین  
∞

=
=

1 2
n n

nx
xf

sin)( باشد، حاصل انتگرال 
π

0
3 xdxxf sin)(كدام است؟                  ) 85 سراسري –برق(   

8) 2      صفر) 1
3π      3 (16

3π      4 (36
13π  

  :توان چنين نوشتبنابراين مي. باشدد مي فرxf)(ديهي است كه تابع  ب:حل 

  −

∞

=−
===

π

π

π

π

π
xdx

n

nx
xdxxfxdxxfI

n

3

1
2

3
0

3
2
1

2
1 sin)sin(sin)(sin)(  

− −+++=
π

π
dxxxxxxI )sinsin...)(sinsin(sin 34

1
4
339

124
1

2
1  

  : خواهيم داشت بنابراين، طبق خاصيت تعامد توابع مثلثاتي،. فقط دو جمله از پرانتز اول با جملاتي مشابه از پرانتز دوم تطابق دارد

36
13

9
1

4
1

2
1

4
3

2
1 πππ =−+= ))()(())((I  
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 B- ĵ×ŲĬ ÕŨ ĽØ ŷôļ ÔȨ ĂıƩ f(x)İɘĬ͈ Õ̓ɬ ĺÕʿ̂ Øӑƥ ÒĸØŨ õĬƤð ı ×ŭ   
] يك تابع تعريف شده در بازه        xf)(فرض كنيد تابع     ]ba, سيـستم متـشكل از توابـع        همچنين  .  باشد{ }),...(),(),( xxx 210 ΦΦΦ    يـك سيـستم
],[متعامد در بازه  baاگر بتوان تابع . باشد)(xf را به صورت تركيب خطي از توابع )(xnΦ  بيان كردبه صورت زير:  

 
∞

=
=++++=

0
1100

n
nnnn xcxcxcxcxf )(...)(...)()()( ΦΦΦΦ  

                        :از رابطه زير به دست خواهند آمدnc ضرايب آنگاه


=
b

a n

b

a n
n

dxx

dxxxf
c

)(

)()(

2Φ

Φ
  

} بر حسب پايه متعامد سيـستم  xf)( سري فوريه تابع ايبضر به دست آمده از رابطه فوق  را،     ضرايب }),...()...,(),( xxx nΦΦΦ نامنـد و   مـي 10

سري  
∞

=0n
nn xc )(Φ   هاي متعامد و بسط فوريه تابع       در جدول زير، مهمترين سيستم    . نامند تابع مي   اين  را سري فوريه)(xf     يـان   بر حسب آنهـا، ب

  :اندشده



 

  رياضيات مهندسي18 



  

 19   سري فوريه: فصل اول

B - ۱- Ĺ̆×Ů ĽØ ŷôļ ÔȨ ĂıƩ  
,,..., بوده و n≤0اگر  321 ααα0هاي مثبت معادله  ريشه=)(xJnباشند ،) )(xJnبسط فوريه بسل تابع تعريف شده )  تابع بسل نوع اول است

                       : نوشتمقابلرت توان به صورا مي) 0 و 1(در بازه 
∞

=
=

1r
rnr xJAxf )()( α  

        :توان چنين نوشتبا استفاده از خاصيت تعامد توابع بسل، مي

[ ] 
+

= 1
02

1

2
dxxJxxf

J
A rn

rn
r )()(

)(
α

α
  

B-۲-  ôİ ÔŨð Öıȿ ĽØ ŷôļ ÔȨ ĂıƩ  
      :گردد تعريف ميمقابل تعريف شده باشد، بسط فوريه لژاندر به صورت) -1 , 1( كه در بازه xf)(براي تابع 

∞

=
=

0n
nn xPAxf )()(  

                      : گردد محاسبه ميمقابلباشد، كه از فرمول اي لژاندر مي چند جملهxPn)(منظور از 
n

nn

nn
dx

xd

n
xP

)(
!

)( 1
2

1 2 −=  

)(xP k2 تابعي زوج بر حسب x و )(xP k 12 )()(  . باشد ميxتابعي فرد بر حسب − xPxP kk 1212 −− −=−          )()( xPxP kk 22 =−  
  

    : توان چنين نوشتايهاي لژاندر، ميبا استفاده از ويژگي تعامد چند جمله

−
+=

1
12

12
dxxPxf

n
A nn )()(  

   )88 آزاد –دكتري برق (                دي است؟  در مبحث سري فوريه تعميم يافته، كدام يك از مفاهيم زير، بنيا:11- 1تمرین  
  پذيريمشتق) 4    پيوستگي) 3      تعامد) 2    تناوب) 1

پـذيري نيـز از مفـاهيم بنيـادي         همچنين پيوستگي و مشتق   . باشد در مبحث سري فوريه بسل و لژاندر، لزومي بر متناوب بودن تابع نمي             :حل 

  .پذير نباشد، ولي بتوان آنرا توسط سري فوريه تعميم يافته بيان كرد، تابعي مشتقمبحث سري فوريه تعميم يافته نيست و ممكن است

 را نمايش دهد، آنگاه مقدار nاي لژاندر درجه ، يك چند جملهn به ازاي هر عدد صحيح نامنفي xPn)(اگر  :12- 1تمرین  

− −−=
1
1 12

24 2 dxxPxxI kk )( كدام است؟ )()( 1≥k                 ) 73، مشابه برق سراسري 91 سراسري –دكتري(  

1 (










=

=

>

=

10

23
1

20

k

k

k

Ik

,

,

,

      2 (






≥
−

=
=

212
1

20

k
k

k
Ik ,

,
  

3 (










>

=

=

=

20

2
3
2

10

k

k

k

Ik

,

,

,

      4 (0=kI به ازاي هر  Nk ∈  

xP)( تابع :حل  k 12 حاصل انتگرال همواره  بوده و  x عبارت زير انتگرال نيز تابعي فرد بر حسب ، بنابراين.باشد ميxسب  تابعي فرد برح−

  . شدصفر خواهد 
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  فوريه تابع– در بسط لژاندر 2C مطلوب است مقدار :13-1تمرین  




<<
<<−

= 101
010

x

x
xf : داريم )(

∞

=
=

0n
nn xPCxf  كه در )()(

2132براي . باشندهاي لژاندر مياي، چند جملهxPn)(آن، 
1 2

2 =−= nxxP   )91 سراسري –مكانيك (                 .)(),(

1 (1      2 (2
1−      3 (0      4 (2

1  

  :توان چنين نوشت سري فوريه لژاندر، ميضرايب طبق فرمول محاسبه :حل 

0132
1

2
5

2
5

2
122 1

0
21

1
1
0 222 =−==+×=  −

dxxdxxPdxxPxfC )()()()(  

 در بسط فوريه لژاندر تابع :14- 1تمرین  




<<
<<−

= 101
010

x

x
xf  به صورت )(

∞

=
=

0n
nn xPAxf    كدام است؟ 6A، ضريب )()(

1 (2
1      2 (4

1      3 (0    4 (16
7−  

  :توان به صورت زير، تعريف كردمي) -1 , 1( را در بازه xf)( تابع :حل 









<<

<<−−
=

102
1

012
1

x

x
xg )(    )()()()( 112

1

102
1

2
1

012
1

2
1

<<−+=








<<+

<<−−
= xxgxf

x

x
xf  

10با توجه به اينكه  =)(xPتوان چنين نوشتباشد، مي مي:         )()()()( 112
1

0 <<−+= xxgxPxf  

xP02)(يعني  (،xf)(قسمت اول تابع 
در واقع بسط فوريه لژاندر اين تابع، برابر .اي بوده و نيازي به بسط فوريه لژاندر، نداردخود به صورت پايه) 1

و ) xبرحسب ( تابعي فرد xg)(از طرفي .  جستجو كنيمxg)( را بايد در بسط فوريه لژاندر تابع 6Aبه اين ترتيب، ضريب . باشدخود تابع مي

)(xP6باشد و لذا تابعي زوج مي :                   −−
==+=

1
1 6

1
1 6 02

13
2

12
dxxPxgAdxxPxg

n
A nn )()()()(  

B -۳ - Ŀ ÕźĬ Ö̡ · Ö̡ ɛ ĽØ ŷôļ ÔȨ ĂıƩ  
  : معمولاً با دو مساله زير مواجه هستيم ،در بحث سري فوريه مثلثاتي

  .آوريمبدست ) در صورت وجود(ثاتي آن را ، سري فوريه مثلxf)(داشتن تابع با ) الف
تـوان از    همچنـين مـي    . تابع متناظر با آن را تعيين نمـاييم        ،، همگرايي يا واگرايي سري و در برخي موارد         يك تابع  با داشتن سري فوريه مثلثاتي    ) ب

  .هاي عددي و انتگرالهاي پيچيده را محاسبه نمودبرخي از سري ،روي بسط فوريه مثلثاتي يك تابع حاصل
),( در فاصله    xf)(هرگاه تابع    LL−    ،و متناوب با دوره تنـاوب  )  در تعداد متناهي از نقاطبه جز احتمالاً( تعريف شده باشدLT  باشـد و نيـز   =2

)(xf و )(xf ),( در بازه ′ LL−اي هموار باشند، آنگاه سري فوريه مثلثاتي متناظر با تابع  به طور تكه)(xfصورت زير خواهد بود به:  


∞

=
++=

1

0
2

n
nn L

xn
b

L
xn

a
a

xf )sincos()( ππ   

  :از روابط زير به دست مي آيندnb و na ضرايبكه در آن 

        − ==
L

Ln ndx
L

xn
xf

L
b ,...,,sin)( 3211 π             − ==

L

Ln ndx
L

xn
xf

L
a ,...,,,cos)( 32101 π  

Lx فقط در بازه     xf)(در بعضي مسائل، تابع       متنـاوب    تعريف شده است و بنابر شرايط خاص مساله ناچاريم، چنـين تـابعي را بـه صـورت                  0>>
−>>0 را در بازه     xf)(اگر بنا بر نياز مساله، تابع       . گسترش دهيم  xL  اي تعريف كنيم كه شكل تابع ايجاد شده در بازه          ، به گونهLxL با  −>>
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LTزوج گردد، و سپس سري فوريه اين تابع با دوره تناوب            تقارن   اي زوج  دامنهبسط نيم  را بنويسيم، آنگاه سري مثلثاتي حاصل را در اصطلاح،           =2

=         .نامندمي f(x)تابع 
L

n dx
L

xn
xf

L
a 0

2 πcos)(                       
∞

=
+=

1

0
2

n
n L

xn
a

a
xf

πcos)(  

−>>0 را در بازه،     xf)(به همين ترتيب، اگر بر طبق شرايط مساله، تابع           xL    اي تعريـف كنـيم كـه شـكل تـابع ايجـاد شـده در بـازه                   بـه گونـه
LxL LTفرد گردد، و سپس سري فوريه اين تابع را با دوره تناوب             با تقارن    −>> -دامنـه بسط نيم آنگاه سري مثلثاتي حاصل را،     ، بنويسيم =2

=        .امندن مي f(x) فرد تابع اي
L

n dx
L

xn
xf

L
b 0

2 πsin)(                   
∞

=
=

1n
n L

xn
bxf

πsin)(  

)()( بسط فوريه مثلثاتي ،به طور مثال ππ <<−= x
x

xf   : باشدمي به صورت زير π2=T با دوره تناوب 2

 
+−===

π π

ππ 0 0

1112
n

nxdxxnxdxxfb
n

n
)(sinsin)(      0=na  

...sinsinsinsinsin)()( +−+−=−=
∞

=

+
xxxxnx

n
xf

n

n
44

133
122

11
1

1
  

2در نمودارهاي شكل زير، مراحل مختلف تشكيل تابع 
x

xf =)(، )( ππ <<− x  نشان داده شده است،توابع مثلثاتياز روي .  

  
        

                                            
               

                             
  

 
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

xxxf 22
1 sinsin)( −=  xxf sin)( =  

xxxxxf 44
133

122
1 sinsinsinsin)( −+−=  xxxxf 33

122
1 sinsinsin)( +−=  

xxxxxxxxxf 88
177

166
155

144
133

122
1 sinsinsinsinsinsinsinsin)( −+−+−+−=  
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 ĽΓҵ ØƁı Øŭó Ľ Øˁ Ô̏ Õȣ  
  :عبارتند از xf)( در مورد وجود سري فوريه مثلثاتي براي تابع مفروض شرايط ديريكله

  . در يك دوره تناوب خود انتگرال پذير باشدxf)( تابع -1
  .)اي هموار باشد تكهxf)(. ( تعداد نقاط ناپيوستگي تابع، در يك دوره تناوب آن محدود باشد-2
  . در يك دوره تناوب آن محدود باشدxf)(نيمم تابع  تعداد نقاط ماكزيمم و مي-3

0xxاگر   0xx باشد، در آن صورت سري مثلثاتي متناظر با آن به ازاي             xf)( يك نقطه پيوستگي تابع      = )( بـه سـمت      = 0xf   همگـرا 
0xxهمچنـين اگـر     . خواهد شـد   0xx سـري مثلثـاتي متنـاظر بـا آن بـه ازاي              ، باشـد  xf)( نقطـه ناپيوسـتگي تـابع        =  بـه سـمت     =

2
00 )()( −+ + xfxfا خواهد شدر همگ.  

)()sin(تابع  :15-1تمرین  
x

xxf
ππ را در محدوده =1 <<− xتوان گفت اين تابعدر اين صورت مي.  در نظر بگيريد:    

  )83 سراسري -مكانيك(                 .باشد، چون داراي ناپيوستگي در محدوده است داراي بسط فوريه نمي)1
  . محدوده است، چون تابع زوج مي باشد داراي بسط كسينوسي فوريه در)2
  .نيست) پريوديك(باشد، چون تابع نوساني  در محدوده داراي بسط فوريه نمي)3
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LT با دوره تناوب     اي متناوب  يك چندجمله  xf)( اگر تابع    :نكته ),( باشد كه در بازه      =2 L20      ،تعريف شده و در اين بازه پيوسته باشـد 
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L

Ln )(sin π   12 و =
L

Ln )(cos π  باشـد  مـي، 

)         :توان چنين نوشتمي )











+′′′−′′′






−′−′






= ...)()())()(( 02021 3

fLf
n
L

fLf
n
L

n
an πππ  

( ) ( )











+′′−′′






−−−= ...)()()()( 02021 2

fLf
n
L

fLf
n

bn ππ  

  

LT بـا دوره تنـاوب   xf)(اي كنيم كـه تـابع چندجملـه    فقط زماني استفاده ميهاي قبل،از روش  :6تـذكر  ),(، در بـازه  =2 LL−  و يـا 

),( L20   اي  در صورتي كه تابع چندجمله    .  تعريف شده باشد)(xf     با دوره تناوب LT ),( در بازه    =2 L0         ضـرايب  تعريـف شـده باشـد و 
البته اگر تابع مـورد نظـر فـرد باشـد و            . استفاده كرد توان از اين روش     ط فوريه كسينوسي و يا سينوسي نيم دامنه آن مطرح باشد، نمي           سب

-دامنه آن مورد نظر باشد، باز هـم مـي         دامنه آن مطرح باشد و يا تابع مورد نظر زوج بوده و گسترش كسينوسي نيم              گسترش سينوسي نيم  

  . استفاده نماييمشتوانيم از اين رو

3xxfسري فوريه سينوسي  :24-1تمرین   >>πر بازه  د)(= x077 سراسري -ايمهندسي هسته(                 :، برابر است با(  

1 (nx
n

n

n

n sin)()( 3

2

1

1 61 −−
∞

=

+ π      2 (nx
n

n

n

n sin)()( 3

2

1

1 612 −−
∞

=

+ π  

3 (nx
n

n

n

n sin
)(

)()( 3

2

1

12
2

6212 −−
∞

=

+ π    4 (nx
n

n

n

n sin
)(

)()( 3

2

1

12
2

61 −−
∞

=

+ π  

>>π در بازه xf)(اي ابع چند جمله  ت :حل  x03اما با توجه به اينكه .  تعريف شده استx   فرد بوده و سري فوريه سينوسـي آن خواسـته 

06             : توان چنين نوشتشده، باز هم مي 43 ==′′== )(,)(,)(, )( xfxxfxxfL π  

3

2
123

1
442

1 61261212
n

n
nn

Lf
n
L

Lf
n
L

Lf
n

b n
nn

n
−−=



 −−=



 −+′′−−= +

++ )()()()()(...)()()()()()( )( πππ
ππππππ  

CBxAxxfبسط فوريه تابع  :25-1تمرین   ++= 2)(     )( ππ <<− x  در آن راA و B و C اند، بدست آوريد ثابتضرايب.  

0222            :حل  =′′′=′′+=′++= )(,)(,)(,)( xfAxfBAxxfCBxAxxf  

− +=++=
π

π
π

π
C

A
dxCBxAxa

32
1 2

2
0 )(  

( ) 2
144111

n

A
A

nn
LfLf

n
L

n
a

nnn

n
)())(()()()()( −=



−=







 −′−′





−= ππππ  

( ) ( ) [ ]
n

B
B

n
LfLf

n
L

LfLf
n

b
nnn

n

1121 12211 +++ −=−=











−′′−′′






−−−−= )()()()()()()( ππππ  

)(cos)(sin)(            :بنابراين πππ <<−−+−++=++  
∞

=

∞

=

+ x
n
nx

Bnx
n

AC
A

CBxAx
n n

n
n

1 1

1
2

2
2 12143  

CBxAxxfابع بسط فوريه ت :26-1تمرین   ++= 2)(   )( π20 << x را كه در آن A و B و C اند، بدست آوريد ثابتضرايب.  

0222            :حل  =′′′=′′+=′++= )(,)(,)(,)( xfAxfBAxxfCBxAxxf  

 ++=++=
π

ππ
π

2
0

22
0 3

4
2
1

CB
A

dxCBxAxa )(  



  

 29   سري فوريه: فصل اول

( ) 2
4141021
n

A
n

A
nn

L
fLf

n
an =



=



 ′−′= ))(()()()( ππππ  

( )[ ] [ ]
n

BA
BA

n
fLf

n
bn

)()()()( 24241021 2 +−=+−=−−= πππππ  

cos)(sin)(           :بنابراين ππππ 202443
4

1 1
2

2
2 <<+−+++=++  

∞

=

∞

=
x

n
nx

BA
n

nx
ACB

A
CBxAx

n n

  

به طور مثـال بـراي محاسـبه سـري     . هاي مثلثاتي را محاسبه نمودتوان حاصل بعضي از سري    مي ،هاي قبل ا توجه به مثال   ب
∞

=1n
n
nxsin و 


∞

=1
2

n n

nxcos   اي  ط فوريه تابع چندجمله   سب ازCBxAx ),( در بازه  2++ ππ−در صورتي كـه بـراي محاسـبه سـري     .كنيم استفاده مي 


∞

=

+−

1

11
n

n
nx

n
sin)(   و

∞

=

−

1
2
1

n

n
nx

n
cos)( ــه ــابع چندجمل ــه ت ــسط فوري CBxAxاي  از ب ــازه 2++ ππ در ب <<− x ــتفاده    اس

  .رددشود كه ضريب سري ديگر صفر گاي انتخاب ميبه گونه Cو  Bو  A ضرايب مورددر هر . كنيممي

)(sin)(cos ππππ 202443
4

11
2

2
2 <<+−+++=++ 

∞

=

∞

=
x

n
nx

BA
n

nx
ACB

A
CBxAx

nn

  

 
∞

=

∞

=

−=−===
1 1 2210

n n

x
n
nx

n
nx

xBA
ππ sinsin,  

12
263

624423
4221

22

1

22

2
1

2
2

2
2 ππππππππ +−=+−=+−=−−== 

∞

=

∞

=

xxxx

n

nx

n

nx
xxBA

nn

coscos,  

)(sin)(cos)( πππ <<−−+−++=++ 
∞

=

+
∞

=
x

n
nx

Bnx
n

AC
A

CBxAx
n

n

n

n

1

1

1
2

2
2 12143  


∞

=

+ =−==
1

1
2

110
n

n x

n

nx
BA

sin)(,  


∞

=

−=−
==

1

22

2 12
3101

n

n x

n

nx
BA

πcos)(,  

  :توان چنين نوشتطور خلاصه ميبه

)(cos)(

)(cos

πππ

πππ

<<−−=−

<<+−=




∞

=

∞

=

x
x

n

nx

x
xx

n

nx

n

n

n

1

22

2

1

22

2

12
31

2012
263

        
)(sin)(

)(sin

ππ

ππ

<<−=−

<<−=




∞

=

+

∞

=

x
x

n
nx

x
x

n
nx

n

n

n

1

1

1

21

202
  

با جايگذاري 
2
π=x0  و در سري اول=xهاي سوم و چهارم خواهيم داشت در سري:  

124
1

3
1

2
11

2
222

π=+−+− ...    64
1

3
1

2
11

2
222

π=++++ ...    47
1

5
1

3
11 π=+−+− ...  

 اگر :27-1تمرین  
∞

=
=

1n
n
nx

xf
sin)( وπ20 << x89 سراسري –ابزار دقيق و اتوماسيون (           آنگاه جواب صحيح كدام است؟(  

1 (2
x

xf
+= π)(  2 (xxf −= 2

π)(    3 (2
x

xf
−= π)(    4 (xxf += 2

π)(  



 

  رياضيات مهندسي30 
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  انواع تقارن) بخش اول

                    : صورت بهTاي  با دوره تناوب پايهxf)(در بسط فوريه مثلثاتي تابع 
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
−=

==

− 4
012

2

2128

00
T

n

nn

dx
T

xn
xf

T
a

ab

π)(cos)(
 









−=+

=−

)()(

)()(

xf
T

xf

xfxf

2

  ربع موجي زوج  


−=

==

− 4
012

2

2128

00
T

n

nn

dx
T

xn
xf

T
b

ba

π)(sin)(
 









−=+

−=−

)()(

)()(

xf
T

xf

xfxf

2

  ربع موجي فرد  





−

−

=

≥==

2

2

2

2
0

22

101

T

Tn

n

T

T

dx
T
nx

xf
T

b

nadxxf
T

a

πsin)(

)()(
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 Tتوان به جاي  را ميxf)( باشد، آنگاه دوره تناوب تابع 

2مقدار 
Tسري فوريه تابع ضرايبدر اين صورت اگر بخواهيم .رفت نيز در نظر گ )(xf بر اساس دوره تناوب  راT بنويسيم، فقط 

)(. توانند غير صفر باشند ميnb2 و na2 ضرايب 01212 == −− nn ba  
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به محورهاي عمودي نسبت ) Tاي با دوره تناوب پايه (xf)(توان با بررسي وضعيت تقارن تابع متناوب ها، ميدر برخي از تست

0=x و 
4
T

x   :  را مطابق جدول زير تعيين كردxf)( غير صفر بسط فوريه مثلثاتي تابع ضرايب، =

4 نسبت به محور xf)(وضعيت تقارن تابع    غير صفرضرايب
T

x   x=0 نسبت به محور xf)(ت تقارن تابع وضعي  =

na2  زوج  زوج  

12 −na  زوج  فرد  

12 −nb  فرد  زوج  

nb2  فرد  فرد  
  

مقدار ثابتي را به آن تابع اضافه يا از آن كم           (رن فرد را در راستاي عمودي جابجا كنيم         چنانچه نمودار يك تابع متناوب با تقا      : تقارن مخفي 
  . گوييم تابع حاصل تقارن مخفي دارددر اين حالت مي. از وضعيت تقارن فرد خارج خواهدشد) كنيم

مقـدار  . ( راستاي عمودي جابجـا كنـيم  ها براي تشخيص تقارن مخفي يك تابع متناوب داده شده، كافي است نمودار آن تابع را در در تست 
تـوانيم سـري    گوييم آن تابع تقارن مخفـي دارد و مـي         چنانچه در اثر اين جابجايي، تقارن فردي آشكار گردد، مي         )  آنرا حذف كنيم   طمتوس
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 تابع متناوب  -5
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  متعامدتوابع سيستم  )بخش دوم
]را در بازه ...  و x3Φ)( و x2Φ)( و x1Φ)(  وx0Φ)(سيستم نامحدود متشكل از توابع حقيقي  ]ba,نامند، هر گاه به ازاي  متعامد مي

)( غير يكسان n و mهر  nm                 : داشته باشيم≠ =≠=
b

a mn nmnmdxxx ,...),,,,()()( 32100ΦΦ  

                              ≠
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a n dxx 02 )(Φ  

]نامند، هرگاه بتوان هر تابع تعريف شده در بازه سيستم متعامد فوق را كامل مي ]ba, را به صورت تركيب خطي از توابع  )(x0Φ و 
)(x1Φ و )(x2Φ و )(x3Φ ...نوشت .  
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





≥

L
xn

n
πsin)( ],[ يك دستگاه متعامد كامل در بازه 1 L0است  .  








=

≠
=

L

nm
L

nm
dx

L
xm

L
xn

0
2

0ππ sinsin  
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    سيستم توابع متعامد






≥

L
x
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          نمونه مهم ديگري از دستگاه متعامد در بازه],[  ولي  ،گيريم را در نظر مي    xJ0)( كه براي سادگي تنها تابع       ، عبارتست از توابع بسل    10
)()(كنيم براي همه آنچه را كه بيان مي xJn n0>هم درست است  .  

123هـا را  هاي مثبت دارد كه اگر اين ريـشه ي از ريشهاي نامتناه مجموعهxJ0)(شود كه  ثابت مي  ،در نظريه توابع بسل    ξξξξ ,,,...,..., n 

)()()(                   :  خواهيم داشت،در نظر بگيريم nmdxxJxJx mn ≠=
1
0 00 0ξξ  

}){( سيستم توابعتوان گفت در نتيجه مي xJx nξ0 در بازه ],[   .  متعامدند10
  : باشدها را محاسبه نمود كه مهمترين آنها به شرح زير ميتوان حاصل برخي از انتگرال مي،تعامد توابع مثلثاتيبا استفاده از خاصيت 
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  . نيز محاسبه كرد) مبحث اعداد مختلط(ها توان، با استفاده از قضيه ماندهبرخي از اين انتگرالها را مي
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  اي شكل توابع پله فوريهي سر )بخش چهارم 
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 نمـودار حاصـل بـه صـورت نوسـانات كامـل يـك شـكل مـوج          ، بسط دهيمπ2=Tسپس اين تابع را گسترش فرد داده و با دوره تناوب         
xxfبنابراين در اين حالت بسط فوريه مثلثاتي        . سينوسي خواهد بود   sin)( xxfاما اگـر تـابع      .  خواهد بود  xsin برابر   = sin)(  در  =

>>πبازه   x0     رش زوج داده و با دوره تناوب ت تعريف گردد و سپس اين تابع را گسπ2=T   بسط دهيم، نمودار حاصل شـبيه نوسـانات 
xxfبراين در ايــن حالــت بايــد بــراي تــابع بنــا. كامــل يــك مــوج سينوســي نخواهــد بــود sin)(  بــسط فوريــه مثلثــاتي بــه شــكل =


∞

=
+=

1
0

n
n nxaaxf cos)(تعريف گردد .  

LT با دوره تناوب     mxcos يا   mxsin ماننداي   سري فوريه توابع مثلثاتي غير پايه      ضرايبدر مخرج    2 عامل   =2

22

2
1

πn

Lm−    وجـود دارد 

2222هاي   قابل تبديل به فرم    ،كه در اثر ساده كردن     Lmn −π   2 يا

22
2

π
Lm

n  تابعي زوج برحسب    naلازم به ذكر است كه      . باشد نيز مي  −

n و nbتابعي فرد برحسب  n2222      . باشد مي Lmn

n
bn

−
=

π
      2222 Lmn

n
an

−
=

π
  

kxxfدر بسط فوريه مثلثاتي توابع  2
1 )(cos)( kxxf و = 2

2 )(sin)(   ) 0aبا احتساب . (هاي زوج كسينوسي وجود دارد هارمونيك=

kxaxaxaax

kxaxaxaax

k
k

k
k

242

242

2420
2

2420
2

cos...coscos)(sin

cos...coscos)(cos

++++=

++++=
  

nx فوريه توابع مقدار ثابت بسط 2)(cos وnx 2)(sin 20 برابر 4
2

)!(
)!(

n

n
a

n
  .باشد مي=

)(sin)()(در بسط فوريه تابع  12
3

+= kxxfهاي فرد سينوسي وجود دارد فقط هارمونيك .  

xkbxbxbx k
k )sin(...sinsin)(sin )( 123 1231

12 ++++= +
+  

)(cos)()(در بسط فوريه تابع  12
4

+= kxxfهاي فرد كسينوسي وجود داردمونيك فقط هار.  

xkaxaxax k
k )cos(...coscos)(cos )( 123 1231

12 ++++= +
+  

  : باشندبرخي از اتحادهاي مثلثاتي مهم به شرح زير مي

])cos()[cos(sinsin

])cos()[cos(coscos

])sin()[sin(cossin

xnmxnmnxmx

xnmxnmnxmx

xnmxnmnxmx

+−−=

++−=

++−=

2
1
2
1
2
1

  

xxx

xxx

34
1

4
3

34
1

4
3

3

3

coscoscos

sinsinsin

+=

−=
  

 تابعي فرد برحسب تابعي زوج برحسب 



  

 73   ايستگاه نكته و تست فصل اول









∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

<=++=
+−

>












−+

−+
−

=+

>+=+++=
−+
−

<=+++=
+−

−

−++++=

+++++=+

1

32
2

1 2222

1

2
22

22
0

2
2

132
21

2111

212221
2

121
21
1

122523222

22624222112

n

n

k

k

k

k

n

n

anaaaa
aa

a

bak
baa

b

baba

bak
a
b

a
b

a
b

aba

ba

anaaa
aa

a

xnxxx
x

xn

nxxxx
x

xn

θθθθ
θ
θ

θθ

θθθ
θ

θθθ
θ

θ

sin...sinsinsin
cos
sin

cos)(cos

cos)(...cos)(cos)(
cos

cos...coscos
cos

cos

)cos(...coscoscossin
)sin(

cos...coscoscossin
)sin(

  

LT با دوره تناوب mxcosh و mxsinh و هيپربوليكي ±mxe سري فوريه توابع نمايي      ضرايبدر مخرج    22 عامل =2

22
1

πn

Lm+ وجود 

2222هاي دارد كه پس از ساده كردن قابل تبديل به فرم Lmn +π 2 يا

22
2

π
Lm

n   .باشد نيز مي+

2222 Lmn

n
bn

+
=

π
      2222 Lmn

n
an

+
=

π
  

  : توان به بسط فوريه مثلثاتي توابع نمايي و هيپربوليكي زير اشاره كردبه طور مثال، مي

ππ
π

π
π

π

ππ
π

π

<<−
+

−
+=

<<−











−

+
−+=




∞

=

∞

=

xnx
mn

mm

m

m
mx

xnxnnx
n

e

n

n

n

n
x

1
22

1
2

21

1
1

2
12

)(cos
)(

)sinh()(sinhcosh

)sin(cos)(sinh

  

xxxf سري فوريه تابع -77 24 cossin)( ππ و = <<− x و )()( xfxf =+ π2             90 سراسري –ر دقيق و اتوماسيون ابزا( كدام  است؟ (  
1 (xxxf 3sinsin)( +=      2 (xxxf 3sinsin)( −=  

3 (xxxf 344
3 sinsin)( +=      4 (xxxf 344

3 sinsin)( −=  

:  به صورت  π2=Tي تناوب    هر گاه بسط فوريه يك تابع تناوبي براي دوره         -78
∞

=
++=

1
0

n
nn nxbnxaaxf )sincos()(    3باشد، مقدارb 

22براي 
2
1 )sin(cos)( −+= xxxf83 سراسري -برق (                          كدام خواهد بود؟(  

1 (2
1−    2 (4

1−      3 (2
1      4 (4

1  

22 در بسط فوريه - 79 )cos(sin)( xxtf  به صورت =+
∞

=
+

0n
nn ntbnta )sincos( 1 مقدار ضريبaكدام گزينه است؟       ) 91 آزاد –برق(  

1 (2
1−    2 (2

  صفر) 4      1) 3      1

xxxf بسط فوريه تابع -80 cossin)( باشد به صورت  ميπ2=T كه متناوب با دوره تناوب =2


∞

=
++=

1
0

2
n

nn nxbnxa
a

xf )]sin()cos([)(3در اين صورت ضريب . باشد ميaكدام است؟          ) 91 آزاد –مهندسي پزشكي(  

1 (4
1      2 (4

  1) 4      صفر) 3      −1

 تابعي فرد برحسب تابعي زوج برحسب



 

  رياضيات مهندسي74 

xxf در بسط فورية تابع -81 4sin)(   )90 آزاد -دكتري برق(                      كدام است؟ x4cos ضريب جملة =

1 (4
1      2 (16

3      3 (8
  صفر) 4      1

),( در بازه f تابع -82 π0 به صورت tttf 22 cos.cos)(     برابر كدام است؟ fسري فوريه كسينوسي نيم دامنه .  داده شده است=

1 (tt 44
122

1
4
1 coscos ++      2 (

∞

=

−+
1

1
4
1

n

n

n
nt)cos()(                ) 90 آزاد –بيومتريال(  

3 (
∞

= −
−+

1 12
12

4
1

n
n

tn )cos(        4 (tt 44
122

1
4
1 coscos ++−  

] در بازة f تابع -83 ]π,0 به صورت ttf 2cos)(   : برابر است باfدر اين صورت سري فوريه كسينوسي نيم دامنة .  تعريف شده است=

1 (t22
1

2
1 cos+        2 (t22

1
2
1 sin+        ) 84 سراسري –مهندسي مواد(  

3 (
∞

=

−

1

1
2
1

n

n
nt

n
)sin()(        4 (

∞

=
+

1

1
2
1

n

nt
n

)cos(  

xxf سري فوريه كسينوسي تابع -84 π2cos)( ] در نيم دامنه =    كدام است؟,10[
  )86 سراسري – مهندسي داروسازي و نانو مواد – بيوتكنولوژي -مهندسي شيمي (

1 (xπ22
1

2
1 cos+        2 (

∞

=

−

+
−+

1
2

1

12
1

2
1

n

n

n

xn

)(
cos)( π  

3 (
∞

= +
+

1
2 122

1
n n

xn

)(
cos π        4 (

∞

= +
−+

1
2 12

1
2
1

n

n

n

xn

)(
cos)( π  

π20 و x3sin بسط سري فوريه مثلثاتي تابع -85 << x87 سراسري – بيوتكنولوژي داروسازي –مهندسي شيمي (       . ، را بيابيد(  

1 (
∞

=1
2

1
k

kx
k

sin  2 (xx 34
1

4
3 sinsin +  3 (

∞

=1
3

1
k

kx
k

sin    4 (xx 34
1

4
3 sinsin −  

>>π مطلوب است بسط - 86 x0 ،xxf sin)(   )80آزاد » تبديل انرژي و طراحي جامدات«مكانيك           (  . بر حسب يك سري كسينوسي فوريه=

1 (
∞

= −
++=

2
2 1

122
n

nx
n

n
xf cos)cos()( π

ππ    2 (
∞

= −
+−=

2
2 1

122
n

nx
n

n
xf cos)cos()( π

ππ  

3 (
∞

= +
++=

2
2 1

122
n

nx
n

n
xf cos)cos()( π

ππ    4 (
∞

= +
+−=

2
2 1

122
n

nx
n

n
xf cos)cos()( π

ππ  

>>π سري فوريه سينوسي متناظر با تابع -87 x0 ،xxf cos)(   )86 آزاد –بيو الكتريك (                                 كدام است؟ =

1 (
∞

= −−
−−−

1
2121

12124
n n

xnn

)(
)sin()(

π      2 (
∞

= −1
21

8
n n

nxn )sin(
π  

3 (
∞

= −
−

1
241

28
n n

nxn )sin(
π        4 (

∞

= −1
21

24
n n

nxn )sin(
π  

>>π بسط فوريه فرد تابع -88 t0 ،ttf cos)(   )87   آزاد–بيومتريال (                        كدام گزينه است؟ =

1 (
∞

= −1
2 2

14
8

n

nt
n

n )sin(π      2 (
∞

= −1
2 14

4

n

nt
n

n )sin(
π

  

3 (
∞

= +1
2 2

14
4

n

nt
n

n )sin(
π

      4 (
∞

= +1
2 2

14
8

n

nt
n

n )sin(π  

  



  

 75   ايستگاه نكته و تست فصل اول

2 سري فوريه تابع - 89
x

xf cos)( = ،ππ ≤≤− x81 سراسري –مهندسي هوا و فضا              (        : عبارت است از(  

1 (( )
∞

= −
−+=

1
241

112
n

n
nx

n
xf cos)( ππ    2 (( )

∞

= −
−−=

1
241

142
n

n
nx

n
xf cos)( ππ  

3 (( )
∞

= −
−−=

1
241

112
n

n
nx

n
xf cos)( ππ    4 (( )

∞

= −
−+=

1
241

142
n

n
nx

n
xf cos)( ππ  

 با ضابطه f در بسط به سري فوريه تابع -90




<<
<<−= π

π
x

xx
xf 00

0sin)( 1 مقدارbكدام است؟                 )81 سراسري –اي مهندسي هسته(  

1 (2
1−    2 (2-      3 (2

1      4 (2  

سري فوريه تابع   در -91














≤<

≤≤−

−<<−

=

π

π

ππ

xx

x

xx

xf

02
020

22

sin

sin

 : به صورت  π2=pبادوره تناوب   )(
∞

=
++=

1
0

n
nn nxbnxaaxf )sincos()( ،

2a 2 وb88 سراسري –مهندسي ابزار دقيق و اتوماسيون (                      : به ترتيب عبارتند از(  

1 (01,    2 (04
3 ,      3 (4

31,      4 (4
3

4
3 ,  

 در يك دورة تناوب به صورت        xf)( چنانچه تابع    -92






≤≤

<<−
= 303

030
x

x
x

xf πsin)(           تعريف شده باشد، در بسط فوريه آن به صـورت 

)sincos()( 331
0

xn
b

xn
aatf

n
nn

ππ
∞

=
  )80 سراسري -رق ب(                     كدام گزينه صحيح است؟=++

1 (π
2

0 =a          2 ( همهna 0 ها به جزaصفرند .  

2 كه مساوي 1bبجز ) 3
2ه مساوي  ك1bبجز ) 4  .ها صفرندnb است بقيه 1

8 كه مساوي 2b و 1
  .ها صفرندnb است بقيه 1

xxxfاي  سري فوريه تابع دوره-93 sin)( = ،ππ ≤≤− x83  آزاد –يك بيو الكتر(                                كدام است؟(  

1 (
∞

= −
−−

2
2 1

22
11

n n

nx
x

coscos      2 (
∞

= −
−−−

2
2 1

122
11

n

n

n

nx
x

cos)(cos  

3 (
∞

= −
−+−

2
2 1

122
11

n

n

n

nx
x

cos)(cos      4 (
∞

= −
+−

2
2 1

22
11

n n

nx
x

coscos  

ππ بسط سري فوريه تابع -94 ≤≤−= xexf x)(برابر است با  :                  ) 90 –مهندسي مواد(  

1 (











−

+
−+= 

∞

=1
21

121
n

n
nxnnx

n

Sh
xf )sin(cos)()( π

π    

2 (











+

+
−+= 

∞

=

+

1

1

1
11

n

n
nxnnx

n
Sh

xf )sin(cos)()( π
π  

3 (











−

+
−+−= 

∞

=

−

1 1
112

n

n
nxnnx

n
ee

xf )sin(cos)()( π
ππ

  

4 (











+

+
−+−= 

∞

=

−

1
21

11
2 n

n
nxnnx

n

ee
xf )sin(cos

)(
)()(

π

ππ
  



 

  رياضيات مهندسي76 

   سري فوريه ضرايب خواص )بخش هفتم

دوره    سري فوريه مثلثاتيضرايب
  تابع  تناوب

nn baa ,,0  T  )(xf 

nn BAA ,,0  T  )(xg 

)cos()sin(,)sin()cos(,
T
nh

b
T
nh

a
T
nh

b
T
nh

aa nnnnnn
ππβππαα 2222

00 +=−==  T  )( hxf −  

n
n

nn
n

n baa )(,)(, 110 −=−== βαα  T  )(
2
T

xf −  

222220
nmnmmnmn

n
nmnmmnmn

n
m bbbb

b
aaaa

a
a

a −++−+−+− −=+=′+=+=′=′ ,,  T  
T

mx
xf

π2cos)(

222220
nmnmmnmn

n
mnmnnmnm

n
m aaaa

b
bbbb

a
b

a +−+−−++− −=−=′′−=+=′′=′′ ,,  T  
T

mx
xf

π2sin)(

[ ]

[ ]


∞

=
−+−+

∞

=
−+−+

∞

=

−−−+=

++++=++=

1

0

1

0

1

00
0

2
1

2

2
1

22

m
nmnmmnmnmm

n
n

m
nmnmmnmnmm

n
n

n
nnnn

AAbBBa
Ba

BBbAAa
Aa

BbAa
Aa

)()(

)()(,)(

β

αα

  

T  )()( xgxf 

  

 na تابعي زوج برحسب nباشد مي .)( nn aa =−      
 nb برحسب فرد تابعي nباشد مي .)( nn bb −=−  

 اگر بسط فوريه مثلثاتي تابع)(xfاي با دوره تناوب پايهTبه صورت      :       )sincos()( 
∞

=
++=

1
0

22
n

nn T
nh

b
T
nh

aaxf
ππ  

 )   رابطه پارسوال          (          : هباشد، آنگا 
−

∞

=
++=2

2 1

222
0

2
2
11 T

T
n

nn baadxxf
T

)()()(  

       حاصل سري فوريه مثلثاتي تابع)(xf      در نقطه پيوستگي آن برابر)(xf              و در نقطه ناپيوستگي آن برابر ميانگين حد چـپ و راسـت 
  . بود در آن نقطه خواهدxf)(تابع 

  : باشند، آنگاه) در يك دوره تناوب(پذير  سري فوريه مثلثاتي يك تابع متناوب و مطلقاً انتگرالضرايب nb و naاگر 
 هاي دنباله{ }na و { }nb0              :  همگرا به صفر خواهند بود==

∞→∞→ n
n

n
n

ba limlim  

 هاي دنباله{ }nna و { }nnbكراندار خواهند بود :               MnbMna n
n

n
n

′≤≤
∞→∞→

lim,lim  

 هاي عددي سري
∞

=1n

n
n

a و 
∞

=1n

n
n

bهمگرا خواهند بود  .  

 سـري فوريـه داده      ضـرايب از روي    تـوان تابع را داده باشند و خود تابع، نامشخص باشد مـي           سري فوريه مثلثاتي يك      ضرايبدر حالتي كه    
  .بدست آورد) در صورت وجود(شده، اطلاعاتي در مورد تابع متناوب متناظر با آن 

    اگر تابع)(xf             سـري فوريـه مثلثـاتي       ضرايبايي   در يك دوره تناوب خود، داراي تعداد محدودي نقاط ناپيوستگي باشد، درجه همگر 
)( و مشتقات تا مرتبه      xf)(همچنين اگر تابع    . آن حداقل يك خواهد بود     1−m         در ) جهـش (ام آن پيوسته بوده و اولين ناپيوسـتگي

)(، حداقل از درجه xf)(ي فوريه تابع  سرضرايب رخ دهد، آنگاه درجه همگرايي xf)(ام تابع mمشتق مرتبه  1+mخواهد بود  . 

  در سري مثلثاتي
∞

=
++

1
0

22
n

nn T
nx

b
T
nx

aa )sincos( ππ ضرايب اگر na و nbدر رابطه زير صدق كنند  : 

MbnMan n
m

n
n

m

n
′≤≤

∞→∞→
lim,lim 

)(باشـد كـه      مـي  Tمعرف يك تابع پيوسته متنـاوب بـا دوره تنـاوب            آنگاه مجموع سري فوق،      2−m            مـشتق اول آن پيوسـته بـوده و بـا   
  . آيدگيري جمله به جمله از سري فوق بدست ميمشتق



  

 77   ايستگاه نكته و تست فصل اول

  مشتق گيري و انتگرال گيري از سري فوريه

   
∞

=

∞

=

∞

=

+











 −++−+=→++=
1 0 1 1

0
1

0 1
2

n

x

n n

n
nnn

nn nx
n

aa
nx

n
b

n
b

dxxfnxbnxa
a

xf sin)(cos)()sincos()( 

00اگر  =a ،ري فوريه س  باشد
x

dxxf
0

  .بدست آوردxf)(گيري جمله به جمله، از سري فوريه توان با انتگرال را مي)(

 
∞

=

∞

=
<<−=′→++=

1 1

0 20
2 n n

nnnn xnxanxbnxfnxbnxa
a

xf π)sincos()()sincos()( 

),(، تعريف شده در بازه xf)(اگر بسط فوريه تابع  π20ت بسط فوريه تابع  را داشته باشيم، در آنصور)(xf توان با استفاده از  را مي′
  .بدست آوردxf)(گيري جمله به جمله از بسط فوريه تابع مشتق

[ ]
])[(lim

sincos))(()()sincos()(

n
n

n

n n
n

n
nnn

nbc

xnxnanxcnb
c

xfnxbnxa
a

xf

1
1 1

0

1

1
22

+
∞→

∞

=

∞

=

−=

<<−−−++=′→++=   ππ
 

),(، تعريف شده در بازه xf)(اگر بسط فوريه تابع  ππ−اشته باشيم، در آنصورت بسط فوريه تابع  را د)(xf توان با  را فقط زماني مي′
)()(بدست آورد كه xf)(گيري جمله به جمله از بسط فوريه تابع استفاده از مشتق ππ −= ffباشد .  

π<<−=′→+=  
∞

=

∞

=
xnxnaxfnxa

a
xf

n n
nn 0

2 1 1

0 )sin()(cos)( 

xf)( در آنصورت، بسط فوريه تابع  اي زوج را داده باشند،با بسط نيم دامنهxf)(اگر تابع  گيري جمله به جمله از توان با مشتق را مي′
  .بدست آوردxf)(بسط فوريه تابع 

[ ]
])lim[(,lim

cos))(()(sin)(

cnbdnbc

xnxdcdnb
c

xfnxbxf

n
n

n
n

n n

n
nn

−=−=

<<−++−+=′→=

∞→∞→

∞

=

∞

=
 

2
1

01
21 1

π
 

xf)(اي فرد، را داده باشند، در آنصورت، بسط فوريه تابع با بسط نيم دامنهxf)(اگر تابع  گيري جمله به توان با مشتق را فقط زماني مي′
00كه . بدست آوردxf)(جمله از بسط فوريه تابع  == )()( πffباشد .  

  

  )90 فراگير پيام نور –عمران (              كدام است؟ x=0 با ضابطه زير به ازاي f مقدار سري فوريه تابع -95







<≤−

<≤−+
−

=
π

π

xx

x
x

x
xf

022
0221

2
cos

)(  

1 (0      2 (1      3 (2      4 (3  

 مقدار سري فوريه تابع متناوب -96




≤<
≤≤−= π

π
x

x
xf 01

2، 0 در نقاط )(00
π و π87  آزاد –مهندسي مواد (      :  با به ترتيب برابر است(  

1 (0 ،2
1 ،2

1    2 (2
1 ،1،2

1    3 (0 ،1 ،1    4 (2
1 ،1 ،1  

 تابع   -97




≤≤
<≤−= 101

010
x

x
xf ;

)()( را در نظر بگيريد كه در آن         )(; xfxf =+  بـه چـه عـددي       x=1 در   f سري فوريـه تـابع       2

  )90 فراگير پيام نور –عمران (                        همگراست؟

1 (0      2 (3
1      3 (2

1      4 (1  



 

  رياضيات مهندسي78 

:  چنين تعريف شده است  10 با دورة تناوب     f تابع تناوبي    -98




<<
<<−= 503

050
x
x

xf )(مقادير . )( 5−f و )(0f و )(5f  را چگونه تعريـف 

55 در همة نقاط بازة fكنيم تا حد سري فورية مثلثاتي تابع  ≤≤− x برابر با مقدار )(xf باشد؟                 )90  آزاد -ري برقدكت(  
1 (0505 ===− )()()( fff      2 (055510 ==−= )()(,/)( fff  
3 (515500 /)()(,)( ==−= fff    4 (51505 /)()()( ===− fff  

11 روي يك دوره تناوبي يعني       xf)( ضابطة تابع تناوبي     -99 ≤≤− x    چنـين اسـت  :




=
≠= 01

013
x

xxxxf )/sin()( .      حـد سـري فوريـة

مثلثاتي اين تابع يعني 
∞

=0n
n xna πcos 0 در نقطة=x86 آزاد -دكتري برق(                                           :  برابر است با(  

1 ()sin(1    2 (1      3 (50/      4 (0          

+1رايب   كداميك از ض   -100
=

n
n

An  ،13
2
+

=
n
n

Bn   ، 
1

1
2 +
+=

n

n
Cn  ،

n
n

Dn sin= تواند برابر يك ضريب اويلر سري فوريـه يـك تـابع        مي

  )85 آزاد –مهندسي مواد (                      اي هموار باشد؟متناوب و به طور تكه
1 (nC    2 (nD      3 (nB      4 (nA  

 هرگاه   -101
n

n
Dn sin=  ،

12 +
=

n

n
Cn  ،42

2
+

=
n
n

Bn   1 و+
=

n
n

An  تواند برابر ضريب اويلر سري فوريه      يك از اين ضرايب مي     آنگاه كدام

  )83 آزاد –مهندسي مواد (                  اي هموار باشد؟طور تكهك تابع متناوب و بهي
1 (nA    2 (nB      3 (nC      4 (nD  

] است و π2 با    برابر xf)( دورة تناوب تابع حقيقي تناوبي فرد        -102 ]− ≤≤
π

π
65 2dxzf توانـد سـري   كدام يك از چهار سري زير مـي . )(

  )84 آزاد -دكتري برق(                                باشد؟ fفورية 

1 (
∞

=

−

1

1

n

nxn sin  2 (
∞

=

−

1
2
1

n

nxn sin    3 (
∞

=

−

1
3
1

n

nxn sin    4 (
∞

=

−

1
4
1

n

nxn sin  

Lxxxf تابع - 103 <<=   )80 سراسري -مهندسي هوا و فضا             (    :باشدهاي فوريه زوج و فرد زير مي داراي سري)(0

) الف
∞

=
<<−−−==

1 22 0114
2

n

n
Lx

L
xn

n

LL
xxf

π
π

cos)()(      

) ب
∞

=

+
<<−==

1

1
012

n

n
Lx

L
xn

n
L

xxf
π

π sin)()(  

  .گراستتر از سري الف همسري ب سريع) 2    . الف سريع تر از  سري ب همگراستسري) 1
  .معدل سري هاي الف و ب نيز سري فوريه براي تابع است) 4  .باشدهر دو سري داراي سرعت همگرايي يكساني مي) 3

)( كدام گزينه بسط فوريه تابع دلتاي ديراك - 104 tx −δ84 آزاد –مكاترونيك (                                 كند؟ را ارائه مي(  

1 (
∞

=
−+=−

1

1
2
1

n

txntx )(cos)( ππδ    2 (









−+=− 

∞

=1
12

1
n

txntx )(cos)( πδ  

3 (
∞

=
+=−

12
11

n

ntnxtx coscos)( ππδ    4 (









+=− 

∞

=1
11

n

ntnxtx coscos)( πδ  

20 اگر براي    -105 << x  داشته باشيم  :...)sinsin(sin −+−= 2
3

3
1

2
2

2
1

2
4 xxx

x
πππ

π              در اين صورت دو جملـه اول بـسط فوريـه تـابع ،

41تناوب م
2x

xf 20، در فاصله )(=− << x89 سراسري -كامپيوتر (                            : عبارت است از(  

1 (2
4

3
1

2
xπ

π
cos+  2 (2

4
3
2

2
xπ

π
cos−    3 (2

4
3
2

2
xπ

π
cos+    4 (2

4
3
1

2
xπ

π
cos−  



  

 79   ايستگاه نكته و تست فصل اول

2xxfLxL در صورتي كه سري فوريه مثلثاتي تابع         -106 =≤≤−  صورت    به ,)(
∞

=
−+

1 2
22 14

3
1

n

n

L
xn

n

L
L

π
π

cos)(
)(

 باشد، آنگـاه سـري      

)(فوريه مثلثاتي تابع  13 2
2

−
L

xx87 سراسري -برق (                          كدام است؟(  

1 (
∞

=
−

1
32 14

n

n
L

xn

n

L π
ππ

sin)(      2 (
∞

=

−

1
22
14

n

n

L
xn

n

π
π

sin)(  

3 (
∞

=

−

1
2

14
n

n

L
xn

n
L π

ππ
sin)(      4 (

∞

=

−

1
222

14
n

n

L
xn

n

L π
ππ

sin)(  

2xxg در صورتي كه سري فوريه مثلثاتي تابع         -107 =)(  ،ππ ≤≤− x      بـه صـورت 







+++−= ...coscoscos)( 22

2

3
3

2
2

124 xx
xxg

π 

sinsinsin... مثلثاتي فوريهآنگاه سري باشد،  −+− 33 3
3

2
2 xx

x91 –سراسري برق (                      مربوط به كدام تابع است؟(  

1 (
12

3x    2 ()( 22

12
x

x −π    3 ()( x
x −2

2

12
π    4 ()( 22

4
x

x −π  

ππ سري فوريه تابع - 108 <<−= xxxf ,/)(   )70 -برق(               : به صورت زير است2

π23
3

2
2 =−+−= T

xx
xxf ...,sinsinsin)(  

2xxgxآنگاه سري فوريه    =<<− )(,ππ و π2=Tعبارت است از :  

1 (...)cos(cos)( +−= 22
22 x

xxg    2 (...)coscos()( −+−= 2

2

2
2

124 x
xxg

π  

3 (...)sinsin()( −+−= 22
24 x

xxg    4 (...)sinsin)( −+−= 22
2x

xxg  

 به صورت   π<x در بازه    f اگر سري فوريه تابع      -109
∞

=

−+=
1

111
n

n
nx

n
xf cos)()( π،3ضريب   باشدb بسط فوريه  درxxf sin)( با دوره

  )90 آزاد –مهندسي مواد (                                كدام است؟π<x در بازه π2تناوب 

1 (π8
3−    2 (π8

1−      3 (π8
1      4 (π8

3  

 تابع na ضريب فوريه -110






<<−
−=
ππ x

xxxf   )91 آزاد –مهندسي مواد (                              : برابر است با)(2

1 (
1

12 2 +
−×=

n
a

n

n
)(  2 (2

114
n

a
n

n

+−×= )(  3 (2

1

1
16

)(
)(
+

−×=
+

n
a

n

n  4 (21
18

)(
)(

+
−×=

n
a

n

n  

 اگر سري فوريه تابع-111
∞

= +
+−=

0 212
124

2
m m

xm
x

)(
)cos(

π
π و ππ <<− x باشد، آنگاه سري فوريه تابع 







<<−−−
<<−=

0
0

2
2

xxx

xxx
xf

ππ
ππ)( كدام است؟                        )87  آزاد– بيومتريال(  

1 ( 
∞

=
+−=

1

2

3 3
8

m m

mx
xf

π
π

sin)(      2 (
∞

=
−

+
+−=

0

2

3 612
128

m m

xm
xf

π
π )(

)sin()(  

3 (
∞

=
+

+
+=

0

2

3 612
128

m m

xm
xf

π
π )(

)sin()(    4 (
∞

=
−

+
+=

0

2

4 612
124

m m

xm
xf

π
π )(

)cos()(  



 

  رياضيات مهندسي80 

  در سري فوريه- 112
∞

−∞=
=

n

inx
necxf )(*)(براي اينكه )( xfxf  متغيرحقيقي x( بايد اعمال نمود؟ ncباشد چه قيدي روي ضرايب =

  )90  سراسري–فيزيك (                               .)  است
1 (nn cc =*    2 (nn cc −=*    3 (nn cc −=*    4 (nn cc −−=*             

  سري فوريه مختلط تابع -113




<<
<

=
π

π
x

x
xf 10

1
)()( و )( xfxf =+ π289 سراسري – ابزار دقيق و اتوماسيون(         كدام است؟(  

1 (
∞

−∞=≠
+=

n

inxe
n

n
xf

0

1
ππ

sin)(      2 (
∞

−∞=≠
+=

n

inxe
n

n
xf

0
1 π

sin)(  

3 (
∞

−∞=≠
+=

n

inxe
n

n
xf

0

1
ππ

cos)(      4 (
∞

−∞=≠
+=

n

inxe
n

n
xf

0
1 cos)(  

2 اگر تابع -114
5

2
3

2
222 xxx

xf sinsinsin)( =− باشد، مقدار انتگرال =++
π

π
dxxfA   )92 سراسري –برق (                  كدام است؟ 2)(

1 (π6    2 (
4
21      3 (π

8
21      4 (π

4
21  

  هاي عددي به كمك سري فوريه محاسبه سري )بخش هشتم
 بـا آن سـري عـددي باشـد، محاسـبه            متناسبتوان به كمك بسط فوريه مثلثاتي توابع متناوبي كه          هاي عددي را مي   حاصل برخي از سري   

  . ايد از سري فوريه مثلثاتي و اتحاد پارسوال استفاده نموددر برخي از موارد نيز ب. نمود

 هاي عددي كه در مخرج آنها عبارت براي محاسبه سريPnكنيمايها استفاده مي وجود دارد، از بسط فوريه چندجمله . 

 22هاي عددي كه درمخرج آنها عبارتبراي محاسبه سري Pn  .كنيمهيپربوليكي استفاده مي از بسط فوريه توابع نمايي ياارد،وجود د+

 22هاي عددي كه در مخرج آنها عبارتبراي محاسبه سري Pn  .كنيماي استفاده ميمثلثاتي غير پايهتوابع وجود دارد، از بسط فوريه −

  11              .گردد تعريف ميروبروتابع زتاي ريمان به شكل

11
>== 

∞

=

∞

=

− s
n

n
n

s
n

s
s)(ξ 

 هاي معروف ديريكله عبارتند ازسري : 


∞

=

∞

=

∞

=
−

−

+
−=−=

+
=−=−=

001
1

1

12
1

2
11

12
1

2
111

n
s

n
ss

n
ss

ss

n
ss

n

nnn
s

)(
)()(,)()(

)(
)(,)()()()( βξλξη  

 در صـورت كـسر حاصـل آن دقـت           πبه درجه همگرايي سري عـددي و تـوان        ( :باشدهاي عددي به شرح زير مي     برخي از مهمترين سري   
  .)كنيد

964
2
11

5
1

3
11

12
14

82
2
11

5
1

3
11

12
12

720
74

2
11

3
1

2
1114

1222
11

3
1

2
1112

4

44
0

44

2

22
0

22

4

34
1

44

1

2

2
1

22

1

πξλ

πξλ

πξη

πξη

=−=+++=
+

=

=−=+++=
+

=

=−=++−=−=

=−=++−=−=









∞

=

∞

=

∞

=

−

∞

=

−

)()(...
)(

)(

)()(...
)(

)(

)()(...)()(

)()(...)()(

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

  

94503
1

2
1118

9453
1

2
1116

903
1

2
1114

63
1

2
1112

8

8
1

88

6

6
1

66

4

4
1

44

2

2
1

22

πξ

πξ

πξ

πξ

=+++==

=+++==

=+++==

=+++==









∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

...)(

...)(

...)(

...)(

n

n

n

n

n

n

n

n

  

325
1

3
11

12
13

45
1

3
11

12
11

3

3
0

33

1

0
1

πβπβ =++−=
+

−==−+−=
+

−= 
∞

=

∞

=
...

)(
)()(...

)(
)()(

n

n

n

n

nn
  



  

 81   ايستگاه نكته و تست فصل اول

 Pπ داشـته باشـيم در صـورت كـسر حاصـل نيـز              Pnها خواهيم ديد كه اگر در مخرج جملات سري عددي عامـل             با دقت در اين سري    
بـه طـور    . گرددثلثاتي باشد، اين ويژگي نقض مي     هاي فوق به جاي اعداد ثابت توابع م       البته در مواردي كه در صورت سري       (.خواهيم داشت 

: مثال
∞

=

−=
1

2

2

2
1

n n

n πsin (  

هاي عددي به شكل     حاصل سري 
∞

= −1
22

1
n mn

 يا   
∞

= −
−

1
22

1
n

n

mn

توان به كمـك بـسط فوريـه         باشد، مي  ناصحيحي عدد   m را كه در آن      )(

ππ در بازه mxcosمثلثاتي تابع  <<− xمحاسبه نمود  .        ππ
π

π
π

π <<−
−

+= 
∞

=
xnx

nm

mm
m

m
mx

n

cos
)(

sinsincos
1

22
2  

)csc(     :  در رابطه فوق خواهيم داشتπ=x و x=0با جايگذاري 
sin

)( ππ
π

π
m

mmmmmmnn

n

22
1

22
11

22
1

22 −=−=
−

−
∞

=
  

)cot(
sin

cos ππ
π
ππ

m
mmmm

m

mmnn 22
1

22
11

22
1

22 −=−=
−


∞

=
  

هاي عددي به شكل     حاصل سري 
∞

= +1
22

1
n mn

ا   ي 
∞

= +
−

1
22

1
n

n

mn

در بـازه    cosh(mx(توان به كمك بـسط فوريـه مثلثـاتي تـابع             را مي  )(

ππ <<− xمحاسبه نمود  .         ππ
π

π
π

π <<−
+

−+= 
∞

=
xnx

mn

mm
m

m
mx

n

n
cos

)(
)sinh()()sinh()cosh(

1
22

12  

22       :  در رابطه فوق خواهيم داشتπ=x و x=0با جايگذاري 
1

22 2
1

22
1

2
1

m
mh

mmmmmnn

n
−=−=

+
−

∞

=
)(csc

)sinh(
)( ππ

π
π  

22
1

22 2
1

22
1

2
1

m
m

mmmm
m

mnn

−=−=
+


∞

=
)coth()sinh(

)cosh( ππ
π
ππ  

دقت كنيد كه اگر درجه همگرايي . (توان مقدار تقريبي آن را تعيين كرد اول سري عددي، ميدر بسياري از موارد، با داشتن چند جمله
  .) ي عددي خواهد بود باشد، حاصل آن سري عددي، بسيار نزديك به جمله اول آن سر2سري عددي، بزرگتر يا مساوي 

973289 432 −−− ~,~,/~ πππ  

2xxf تابعي با ضابطة     f هرگاه   -115 ),( در فاصله   )(= ππ−  و )()( xfxf =+ π2صورت، با توجه بـه سـري فوريـه    باشد در اينf  جمـع ،

=+++...سري نامتناهي  9
1

4
11S78 سراسري -مواد (                         برابر كدام است؟(  

1(4
2π      2 (12

2π      3 (6
2π      4 (8

2π  

11 در يك دورة تناوب عبارت است از         tf)( تابع تناوبي    -116 <<− t   و ttf +=  و سري فورية آن    )(1
∞

=

+−+=
1

1121
n

n
tn

n
tf ππ sin)()( 

 سري مقدار. باشدمي
∞

= +
−=

0 12
1

n

n

n n
S

  )80آزاد » ساخت و توليد«مكانيك              (          : برابر است با)(

1 (2
π      2 (4

π      3 (8
π      4 (3

π  

 با استفاده از سري فوريه تابع - 117








<<
<<−

−<<−
=

210
111

120

x

x

x

xf )()( و )( xfxf =+   )87 سراسري –هوا و فضا (شود؟        كدام برابري حاصل مي4

1 (...+++= 22

2

3
1

2
116

π      2 (...+−+−= 4
1

3
1

2
112Ln   

3 (...+++= 22

2

5
1

3
118

π      4 (...+−+−= 7
1

5
1

3
114

π  



 

  رياضيات مهندسي82 

ππ متناوب اگر بسط فوريه تابع      -118 ≤≤−= xxxf )coscoscos(...: برابر باشد با  )(; +++− 222 5
5

3
3

1
4

2
xxx

π
π   صـورت   در ايـن


∞

= +
−

0 312
1

n

n

n )(
  )80 سراسري -كامپيوتر          (               با كدام گزينه برابر است؟)(

1 (32
3π    2 (32

2π      3 (16
3π      4 (32

3 3π  

)(;)(:  با استفاده از بسط فوريه تابع پريوديك- 119 224 2 ≤≤−−= tttf مقدار ...+−+− 222 4
1

3
1

2
  )80 آزاد -كامپيوتر( چيست؟ 11

1 (12
2π    2 (6

2π      3 (
32

π      4 (32
3π  

ــابع  -120 ــراي تـ ــه بـ ــري فوريـ ــه سـ ــه بـ ــا توجـ 2 بـ
2x

xf ــراي )(= ππ بـ <=+ xxfxf ,)()( ــكل  2 ــه شـ ــه بـ  كـ







 +−+−−= ...coscoscoscos)( xxxxxf 416

139
124

126
2π،مقدار عددي  است( )

( )
∞

= +
−

0 21
1

n

n

n
      كدام است؟

1 (4
π    2 (4

2π      3 (6
2π      4 (12

2π        ) 86 سراسري –ابزار دقيق واتوماسيون(  

LxL فرض كنيد - 121 xxf و −>>  به صورت fو سري فوريه تابع )(=
∞

=

+−=
1

112
n

n
x

L
n

n
L

xf
π

π sin)()( باشد، در اين صورت مقدار

سري 
∞

=1 2
1

n n
  )89 سراسري –مواد               (                       كدام است؟

1 (2
π    2 (20

2π      3 (6
2π      4 (3

2 2π  

 بسط فوريه تابع -122




<<−−
<<= 01

01
x

x
xf π

π
,
 به صورت )(,

∞

= −
−=

1 12
124

k
k

xk
xf

)sin()( πبه كمك آن حاصل عبارت . باشد مي

...+++= 222 5
1

3
1

1
1

S89 سراسري –نانو مواد و شيمي               (               كدام است؟(  

1 (6
π    2 (8

2π      3 (6
2π      4 (90

2π  

 سري فوريه مثلثاتي تابع  با استفاده از-123









≤≤+−

<<−+
=

ππ

ππ

tt

tt
tf

02

... مقدار )(02
)(

... +
+

++++ 222 12
1

5
1

3
11

k
   كدام است؟

1 (8
π    2 (4

π      3 (8
2π      4 (4

2π           ) 90 سراسري –مكانيك(  

)(,)(: ي تناوب به صورت   در يك دوره  xf)( تابع متناوب    -124 200
1 παπααπ

αα <<




<<−<<−
<<−=

xx
x

xf اگر .  است

)()cossincossincossin(...بسط فوريه تـابع بـه صـورت          ++++= xxxxf 33
322

2
1

2 ααα
ππ

α          باشـد، در ايـن صـورت حاصـل 
2

1

∞

=n
n
n )sin( α89 سراسري -برق (                            كدام است؟(  

1 (2
)( απα −    2 (2

))(( απαπ −−  3 ()( απα −    4 ())(( απαπ +−  



  

 83   ايستگاه نكته و تست فصل اول

 اگر -125






−<≤−−−
≤≤−

≤<−
=

122
11

212

xx
xx

xx
xf  آنگاه با استفاده از سري فوريه مثلثاتي اين تابع، مجموع سري  ،)(

( )
∞

= −1 412
1

m m
    برابر كدام است؟

1 (64
4π          2 (96

4π              ) 86 سراسري –داروسازي و نانو مواد – بيوتكنولوژي -شيمي(   

3 (128
4π          4 (192

4π  

20 در صورتي كه براي -126 ≤< x داشته باشيم 
∞

=

−+=
1 22

2
2

1163
4

n

n nx

n
x )cos()( π

π
 مقدار 

∞

=1 4
1

n n
  : برابر است با

1 (30
4π    2 (32

4π      3 (90
4π      4 (96

4π  

 با توجه به سري فوريه تابع -127








<≤+−

<≤−+
=

π
π

π
π

xx

xx
xf

011
011

)()( و )( xfxf =+ π2 حاصل سري 
∞

= −1 412
1

m m )(
    كدام است؟

1 (10
2π    2 (96

4π      3 (256
3 4π      4 (28

3 2π            ) 89  آزاد –بيومتريال(  

 حاصل-128
∞

= −1 612
1

n n )(
  )85  آزاد –بيو الكتريك (                              :  برابر است با

1 (96
6π    2 (48

6π      3 (960
6π      4 (90

6π  

πππ:  اگر داشته باشيم-129 ≤≤
−

−= 
∞

=
x

n

nx
x

n

0
14

242
1 2 ;)cos(sin آنگاه حاصل سري ،

∞

= −
−

1 2 116
1

n

n

n

  : برابر است با)(

1 (8
2π          2 (8

21 π−            ) 88 سراسري –تكنولوژي و نانو مواد  بيو–شيمي(  

3 (4
21 π−          4 (8

2
2
1 π−  

>>π با توجه به بسط نيم دامنه كسينوسي تابع - 130 x0 ،xxf sin)(  حاصل سري =
∞

= −
−=

1 2 14
1

m

m

m
I

  )89  آزاد –بيوالكتريك (  كدام است؟ )(

1 (5
25 π−    2 (10

π−      3 ()( π
π 214 −    4 (4

2 π−  

 مقدار عددي سري -131
∞

= −1 2 14
1

n n
  )91 آزاد –برق (                    چقدر است؟

1 (3
1    2 (3

2      3 (3
4      4 (2

1  

20اگر تابع  -132 π<<= xxxf ,sin)(صورت  داراي سري فوريه كسينوسي به
∞

= −
+

1 241
242

n n

nx

)(
cos

ππ باشد، حاصل
∞

= −
=

1 241
2

n n

n
n

I

πsin
 

  )88  آزاد– بيومتريال(                               كدام است؟

1( 8
3π−    2 (16

3π−    3 (8
2π−    4 (16

2π−  

 مقدار انتگرال - 133
+1

0
1

dx
x

x)ln(برابر است با :                      ) 91 سراسري –مكانيك (  

: هايدر صورت نياز از تساوي(
∞

=
=

1

2
2 6

1
n n

π و 
∞

=
=

−1

2
2 812

1
n n

π
)(

  .) انيد استفاده كنيدتو مي

1 (12
2π    2 (8

2π      3 (6
2π      4 ( باشدقابل محاسبه نمياماانتگرال وجود دارد .  



 

  رياضيات مهندسي84 

               : استمقابل در يك دوره تناوب به صورت xf)( تابع متناوب -134









<<+








 <<+<<−

−<<

=

παπ

πααπαπ

απ

20
201

00

x

x

x

xf ;)(  

       :  باشدروبرواگر بسط فوريه آن به صورت 





 ++−−= ...cossincossincossin)( 3

33
2

22
1

2 xxx
xf

ααα
ππ

α  

حاصل 
∞

=








1

2

n
n

nsin91 سراسري –كامپيوتر (                         چقدر است؟(  

1 (1−π    2 (12 −π    3 (2
1−π      4 (2

12 −π  

 مقدار سري - 135
∞

=

+−

1 2
11

n

n

n

2xxfاز بسط فوريه تابع ( كدام است؟ )( ππ در بازه )(= <<− x89 سراسري –فيزيك (          )  استفاده كنيد(   

1 (90
2π    2 (12

2π      3 (8
2π      4 (6

2π  

 تابع -136




<<
<<−+= 201

022
x

xx
xf  با بسط فوريه )( 

∞

=

∞

=
−






 −

−
+=

1 122
1

2
12

12
141

m m
m

xm
x

m

m
xf

π
ππ

π
sincos

)(
 نشان )(

مقدار در آن صورت داده شده است، 
∞

= −1 212
1

m m )(
  )91 سراسري –معماري كشتي (           كدام است؟ 

1 (0      2 (8
2π      3 (4

2π      4 (2
2π  

xxfي تابع  از سري فوريه- 137 ],[ روي )(= ππ−91 سراسري –مهندسي نفت (         توان نتيجه گرفت؟، كدام گزينه را مي(  

1 (
∞

=
=

1

3

3 8
1

n n

π  2 (
+∞

=
=

1

2

2 6
1

n n

π    3 (
+∞

=

+
=−

−

1

1

4
3

12
1

n

n

n
π)(    4 (

∞

=
=

1

4

4 90
1

n n

π  

xxf اگر بسط به سري فوريه كسينوسي نيم دامنه تابع - 138 sin)( = ،π<< x0 به صورت 
∞

= −
+−=

2 2 1
122

n

nx
n

n
xf )cos()cos()( π

ππ 

+...آنگاه مقدار سري باشد، 
×

+
×

+
× 222222 75

1
53

1
31

  )91 سراسري –دكتري (                    كدام است؟1

1 (16
82 −π    2 (8

82 −π    3 (4
82 −π    4 (2
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 دربسط فوريه سينوسي تابع-139



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<<−
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πππ
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xf
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 جملات زيرممكن است، غيرصفر ضرايب،فقط π2=Tبا دوره تناوب)(202

  :دباشن
  فرد سينوسي) 4    زوج سينوسي) 3    فرد كسينوسي) 2  زوج كسينوسي) 1

xxf در بسط فوريه مثلثاتي تابع - 140 10cos)(    كدام است؟x5cosضريب ) π2=Tبا دوره تناوب  (=
1 (10

1    2 (5
1      3( 0      4 (20

1  

)()( در بسط فوريه لژاندر تابع - 141 114 <<−= xxxf به صورت 
∞

=
=

0n
nn xPkxf    كدام است؟3k، ضريب )()(

1 (8
1      2 (27

1      3 (9
1      4 (0  
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ر بسط فوريه مثلثاتي تابع  د-142
x
x

xf sin
sin)(  به صورت π2=T با دوره تناوب =9

∞

=
++=

1
0

n
nn nxbnxaaxf )sincos()( ضريب 

4aكدام است؟   
1 (1      2 (2      3 (0      4 (4  

 به صورت xf)( با فرض اينكه سري فوريه لژاندر تابع -143
∞

= +
+=

0 12
1

n
n xP

n

n
xf − باشد،  حاصل انتگرال )()(

1
1

2 dxxfx  برابر كدام )(

)(,)()(راهنمايي (  گزينه است؟ 132
11 2

20 −== xxPxP(  

1 (75
62    2 (75

72      3 (75
38      4 (75

12  

  حاصل انتگرال-144 −
π

θ
θθ2

0
3
45 cos

cos dباشد؟ برابر كدام گزينه مي  

1 (48
5π    2 (46

13π      3 (36
5π      4 (48

13π 

 سيستم توابع - 145






 ,...sin,sin,sin 2

5
2

3
2

xxxكدام ويژگي را دارد؟   

),(مجموعه متعامد كامل در بازه ) 1 ππ−(مجموعه متعامد كامل در بازه ) 2    . است,( 20 πاست .  

),(مجموعه متعامد كامل در بازه ) 3 π0(مجموعه متعامد كامل در بازه ) 4    . است,( 20 πاست، اما كامل نيست .  

صورتبهxf)( هرگاه بسط فوريه مثلثاتي تابع-146
∞

=

−=
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n nxexf sin)()بادوره تناوبπ2=T(،حاصلباشد−
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dxxf   كدام است؟2)(
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∞
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n
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    3 (22

216

π

π

n

n )cos( −
    4 (π
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 در بسط فوريه كسينوسي تابع -148








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<<
=

ππ
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x

x
xf
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   كدام است؟3a ضريب π2=T با دوره تناوب )(

1 (π3
1    2 (π3

22      3 (π3
2      4 (π3
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 در بسط فوريه سينوسي تابع -149









<<−
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=

πππ
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3
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3
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   كدام است؟nb ضريب π2=T با دوره تناوب )(
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n
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 در بسط فوريه مثلثاتي تابع - 150









<<
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=

ππ
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xf
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2cos

   كدام است؟xcos  ضريبπ2=T با دوره تناوب )(

1 (2
1      2 (1      3 (π

11−      4 (π
11+  
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 در بسط فوريه مثلثاتي تابع -151




<<
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=
ππ

π
420

20
x

xx
xf

sin
  ست؟ كدام اx4cos، ضريب π4=T با دوره تناوب )(

1 (π8
1−    2 (π8

1      3 (2
1      4 (0  

 با توجه به رابطه - 152
∞

=

− +=<<−
1

0
2

n
n

x nxaaex cos)( ππ مقدار nan )(    كدام است؟≤1
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 حاصل سري عددي - 153
∞

=1 2
23

2

n n

nn )sin()sin( ππ
  باشد؟ برابر  كدام گزينه مي

1 (8
2π    2 (6

2π      3 (12
2π      4 (4

2π  

 با توجه به بسط فوريه مختلط- 154
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−= ∞
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)()sinh( 1
π

π )( ππ <<− x،حاصل سري عددي
∞
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1

   كدام است؟2

1 ()coth(ππ    2 ()coth( 22
ππ    3 ()coth( ππ 22    4 ()coth( ππ 2  

xxxf مقدار ثابت بسط فوريه تابع - 155 25 cossin)(   كدام است؟) π2=Tدوره تناوب با  (=+

1 (4
3    2 (1      3 (8
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 هرگاه - 156
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 حاصل سري عددي - 157
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  باشد؟ برابر كدام گزينه مي
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xf cos)( ππ باشد، بسط فوريه 
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∞
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 1-     )4(  

انتخاب يكي از اين دو سري .  استxf)(اي زوج تابع بيانگر بسط نيم دامنه) b( و سري xf)(اي فرد تابع ر بسط نيم دامنهبيانگ) a(سري 
يله متناهي، اگر دو انتهاي به طور مثال چنانچه بعداً خواهيم ديد، در بررسي معادله حرارت در طول يك م. بستگي به شرايط مورد نياز مساله دارد

  .كنيماستفاده مي) b(كنيم و در صورتي كه دو انتهاي ميله عايق شده باشد، از سري استفاده مي) a(ميله در مخلوط آب و يخ باشد، از سري 
 2-     )1 (  

xxfتابع  ππ در بازه )(= <<− x0 دارد و لذا تقارن فرد=naخواهد بود .  
 3 -    ) 1(  

xxfچنانچه تابع  2cos)( 20 را در بازه = π<< x 2 رسم كرده و با دوره تناوب
π=T گسترش دهيم، خواهيم ديد كه نمودار متناوب حاصل 

  . دارد و لذا سري فوريه آن سينوسي خواهد بودتقارن فرد
 4-    ) 1(  

ππ را در بازه xf)(چنانچه تابع  <<− x 0 دارد و لذا تقارن زوج رسم كنيم، خواهيم ديد كه اين تابع=nbخواهد بود .  
 5-     )1 (  

  :توان چنين نوشت ميxδ)(از طرف ديگر طبق خاصيت غربالي تابع .  خواهد بودnb=0 دارد بنابراين تقارن زوج xδ)(تابع 

[ ]
ππ

δ
π

δ
π

π
10110 ====  −

∞

∞−
)cos(cos)()()()( dxnxxafdxxxf n  

 6 -     )1(  
xxfبا رسم تابع  cos)( >>π در بازه = x0 با دوره تناوب )زيرا بسط فوريه سينوسي آن مورد نظر است( و گسترش فرد آن π2=T خواهيم ،

در اين .  نيز داشته باشد)نصف دوره تناوب فرضي مساله( πتواند دوره تناوب ، ميπ2=Tديد كه تابع متناوب حاصل، به جاي دوره تناوب 
05                    . خواهند داشت وجودهاي زوجهارمونيكصورت در بسط فوريه آن فقط  =b  

 7-    )2 (  
000     : بنابراين. باشد ميتقارن ربع موجي زوجيم ديد كه داراي ه خواxf)(با رسم تابع  122 ≠== −nnn aab ,,  

 8-    )4(  
8چنانچه تابع 

ππ )()( xxxg >>π را در بازه =− x0 تقارن ربع  رسم كرده و آن را گسترش فرد دهيم، خواهيم ديد كه نمودار متناوب حاصل
  .)باشد ميx1sin فاقد هارمونيك 2گزينه (. هاي فرد سينوسي وجود دارند فقط هارمونيك،بنابراين در بسط فوريه مثلثاتي آن.  داردموجي فرد

 9-   ) 3 (  
xبا رسم تابع 

L
xf −=

2
Lx در بازه )( LT و گسترش آن با دوره تناوب 0>>  تقارن فرد، خواهيم ديد كه نمودار تابع متناوب حاصل، =

داشته و پايه متعامد آن به صورت 
L

xn
L

xn ππ 2

2

sin)sin(   .باشد مي=

 10-    )2(  






=
≠

=
π

π
2

0
0

nm

nm
nxdxmx coscos  

 11 -   ) 2(  
ππ در بازه Sموعه مج <<− xزيرا به طور مثال يك تابع زوج در بازه .  متعامد است، اما كامل نيست)π و π− (توان بر اساس اين را نمي

  .مجموعه بسط داد
ππ در بازه Cمجموعه  <<− xزيرا به طور مثال يك تابع فرد در بازه .  نيست متعامد است، اما كامل)π و π− (توان بر اساس اين را نمي

SCمجموعه  .مجموعه بسط داد  در بازهπ<< x0زيرا به طور مثال.  متعامد نيست   :                 ≠=
π

0
021 dxx ))((sin  
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 12 -  ) 2(  
 π( يك مجموعه متعامد است، اما كامل نيست، زيرا به طور مثال، تابع ثابت تعريف شده در بازه xω)(=1مجموع مورد نظر، نسبت به تابع وزني 

10شود كه در واقع اين مجموعه زماني كامل مي. توان بر اساس اين مجموعه بسط دادرا نمي) −πو  =)cos( xرا نيز به آن اضافه كنيم .  
 13 -  ) 2(  

  :توان چنين نوشتطبق خاصيت تعامد توابع لژاندر مي

[ ] =+=⎯⎯⎯ →⎯ = π

0
2

12
2 )()(sin)(coscos nm

m
dtttPm

tx− 





=+

≠
=

1
1

12
2

0

mn
n

mn
dxxPxP nm )()(  

 14-  ) 2(  
)()()(                  .شندبامعادلات ديفرانسيل داده شده از نوع لژاندر مي xPyynnyxyx n==++′−′′− 0121 2  

                         :بنابراين −−
==





=
= 1

1 21
1
1 21

12

21 0dxyydxxPxP
xPxy

xPxy
)()(

)()(
)()(

  

 15-   ) 1(  

dxx
n

nx
dx

x
xfdxxxf

n

n

  





 −








 −=−=
∞

=

πππ

0 1
200

2 2
2
1

2
11

2
21 coscos)()cos)((sin)(  

 چنين تواناي مشابه از پرانتز دوم، يكسان است، طبق خاصيت تعامد، ميبا توجه به اينكه فقط يكي از جملات سري مثلثاتي پرانتز اول، با جمله

                  :نوشت −=−=





−








 −=
ππ π

00 2

2

16228
122

12
2
1

dxxxdxxxI ))(cos(coscoscos
)(
)(  

 16 -   )3(  

 =
−

=
−

π
ππ

θ
θ2

0 22
2
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2

2 )()(cos
d  

 17-   )1(  

812
2
1

2
1

2
1

45
21

2
1

45 22

20

00

2 π
π

θθ
θθθ

θ ππ
=



















−





 −

=−
−=−  )()(

)()(

cos
cos

cos
sin

dd  

 18 -  ) 2 (  
  : خواهيم داشتb=4 و a=5به ازاي مقدار فرضي 

43
4
11

12
2
1

2
1

22
1

45
21

2
1

45 22

20
2

0
2

0

22
0

2 πππθθ
θ

θ
θθθ

θ πππ
=

−
=

















−

−−−
=+

−=+=+ 
)(

)()(

)()(

cos
cos

cos
sin

cos
sin

dd
ba

  

 19 -   ) 1(  

2

22
0 2 1

2
21
2

a

a
d

aa −
=

−+
)(

cos
cos πθ

θ
θπ  

 20-  ) 2(  

3
2

45
2

5 22

2
0

ππ
θ

θπ
=

−
=−= 

)()(cos
d

I  

 21 -  ) 3(  
0a مقدار dc) كنديك سيگنال را مشخص مي) متوسط.  
 22 - ) 3(  

 ==
10
00 20410

1
xdxa  
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 23 -  )3(  

−                    :اشت باشد، خواهيم د2 برابر xf)(با فرض اينكه دوره تناوب تابع  =−=
1
10 112

1
dxxa )(  

 24- ) 2(  

−             . تقارن فرد داشته و بنابراين مقدار متوسط آن صفر خواهد بودxf)(تابع  ==
π

ππ 02
1

0 xdxa  

 25- ) 2(  

LT برابر tf)(با فرض اينكه دوره تناوب تابع               :توان چنين نوشت باشد، مي= ==
L

dtt
LL

a
00

21
π

π )sin(  

 26 - ) 3(  

−                  . اين ويژگي را دارد3فقط گزينه  =+−=
π

π
ππππ 3

2
2
1 2

0 dxxxa ))((  

  .  اين ويژگي را دارد3ط گزينه كه فق) ؟ ( گردد2π بايد برابر x=0 مقدار سري فوريه خواسته شده در :روش دوم

222

22

2

1243
2

3
1

2
1143

2 ππππ =+=−+−+ )(...)(  

 27-  )2(  

−                      . اين ويژگي را دارد2فقط گزينه  ==
1
1

2
0 3

1
2
1

dtta  

 28 -   )1(  

2
512

31 0 =+=+= axfxg )()(  

 29 -  ) 2(  

 =−==
2

0
2

00 122
1

2
1

dxxdxxfa )()(  

 30-   )2(  
  :توان چنين نوشتهمچنين طبق خاصيت غربالي تابع ضربه، مي)  است نادرست3 و 1گزينه . (تقارن زوج داردtδ)(تابع دلتاي ديراك 

 −−
====

π

π

π

π πδππδπ
11

2
1

2
1

0 ntdttadtta n cos)(,)(  

 31 -)  3 (  

            : بسط مورد نظر برابر است بامقدار متوسط 
6

11 2

000
L

dxxLx
L

dxxf
L

a
LL

=−=  )()(  

LTبا دوره تناوب  (ش زوج آن و گسترxf)(همچنين با رسم نمودار تابع   نمودار حاصل نسبت به هر دو خط عمودي  خواهيم ديد كه)=2

24
0 LT

xx === هاي زوج كسينوسي به شكل بنابراين بسط فوريه آن شامل هارمونيك.  تقارن زوج دارد ,
L

xmπ2cosبديهي است .  خواهد بود

  )؟(. ن هارمونيك كسينوسي نيز بايد منفي باشدكه علامت اولي
 32 -  ) 1(  

  . وجود داردهاي فردهارمونيكاي شكل متقارن، فقط در تابع پله
 33 -  )4(  
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


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π)(
  



 

  رياضيات مهندسي90 

 34-  ) 1(  
  .هاي فرد وجود دارداي شكل متقارن، فقط هارمونيكدر بسط فوريه مثلثاتي تابع پله
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  .اندهمگي آنها هم علامتهاي فرد سينوسي وجود دارند، كه اي شكل متقارن فرد، هارمونيكدر بسط فوريه مثلثاتي تابع پله
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      :  به صورت شيب متقارن زوج خواهد بود و لذاxf)(نمودار تابع متناوب 
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  . اين ويژگي را دارد1 فقط گزينه .هاي فرد كسينوسي وجود دارددر بسط فوريه مثلثاتي شيب متقارن زوج فقط هارمونيك
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  . اين ويژگي را دارد4 وجود دارند كه فقط گزينه 2درجه همگرايي هاي فرد كسينوسي با در بسط فوريه مثلثاتي شيب متقارن زوج، فقط هارمونيك
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  . وجود دارند2هاي فرد كسينوسي با درجه همگرايي  زوج، فقط هارمونيكدر بسط فوريه مثلثاتي شيب متقارن
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  .باشدگزينه صحيح موجود نمي -60 
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xxfتابع  2−= π)(هاي فرد كسينوسي وجود  خواهند بنابراين در بسط فوريه مثلثاتي آن فقط هارمونيك. باشد به صورت شيب متقارن زوج مي
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             : اي فرد خواهد بود و لذا به صورت موج دندانه ارهxf)(نمودار تابع 
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  .باشند صحيح مي3 و 2 هر دو گزينه -71 
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π20 را در بازه xf)(چنانچه تابع  << x رسم كرده و آن را با دوره متناوب π2=Tدهيم، خواهيم ديد كه در طول يك دوره تناوب  گسترش 
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2 برابر xf)(بديهي است كه مقدار متوسط تابع متناوب 
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2 و x=0به ازاي 

π=xاين ويژگي را دارد1ب، بايد برابر صفر گردد، كه فقط گزينه  حاصل سري مثلثاتي جوا .  
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10د برابر ، بايt=0همچنين حاصل سري جواب به ازاي ) ؟(. توانند بيانگر سري فوريه توابع مثلثاتي باشند نمي3 و 2هاي گزينه =)(f گردد، كه 
  . اين ويژگي را دارد1گزينه 
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2        )؟(. فوريه تابع مثلثاتي باشندتوانند بيانگر سري  نمي4 و 3 و 2هاي هيچكدام از گزينه
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2به ازاي. توانند بيانگر سري فوريه تابع مثلثاتي باشندنمي3 و 1هايگزينه
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  . اين ويژگي را دارد2بنابراين لازم است كه ضريب اولين هارمونيك كسينوسي منفي باشد كه گزينه . دهد
 87- ) 3(  

xxfچنانچه تابع  cos)( >>π را در بازه = x0 و با دوره )را سري فوريه سينوسي آن مورد نظر استزي( رسم كرده و آن را گسترش فرد دهيم 

′==π به طور متناوب تكرار نماييم، خواهيم ديد كه نمودار حاصل با دوره تناوب π2=Tتناوب  2
T

Tبنابراين، در بسط .  نيز متناوب خواهد بود

خواسته ( بنويسيم، π2=Tچنانچه بسط فوريه مثلثاتي اين تابع را بر اساس دوره تناوب . هاي زوج سينوسي وجود دارندفوريه آن، فقط هارمونيك

)( عامل π2=T با دوره تناوب x1cosاي  سري فوريه تابع مثلثاتي غير پايهضرايب با توجه به اينكه، در مخرج )مساله 12 −n ؟( وجود دارد( ،

1412هاي زوج، اين عامل به صورت nرود كه به ازاي انتظار مي 22 −=− nn)( شود ديده مي3 در بيايد كه اين ويژگي فقط در گزينه .  
   .ل قبول استگردد كه غير قاب صفر ميn=1  به ازاي4 و 2 و 1هاي  سري فوريه گزينهضرايبمخرج  :روش تستي

 88 -  )1 (  
  . به توضيحات مندرج در تست قبل مراجعه كنيد

 89 - )4(  
)( پيوسته بوده و مشتق آن در طول يك دوره تناوب آن xf)(نمودار تابع متناوب  ++ <<− ππ x در نقطه π=xبنابراين.  ناپيوسته است:  

)(
)(

)(

)()(

cos)(

2
2

2

22 41
14

4
11

1

2
11

2
1

2
11

n
n

n

n

n
nn

a
n

n

n
−
−=

−

−

=
−







 −−

=
π

π

π
π

π
ππ

π
π

π  

  )؟(. توانند صحيح باشند نمي3 و 2هاي دهد، گزينه بيشترين مقدار تابع رخ ميx=0با توجه به اينكه در 
 90-  ) 3(  

xxxf sinsin)( 2
1

2
1 +=  

xsin2با توجه به اينكه در بسط فوريه مثلثاتي تابع زوج 
2 همان ضريب 1bتوان گفت كه ضريب  وجود ندارد، بنابراين ميnb ضريب 1

 در 1

xsin2عبارت 
  .باشد مي1

 91 -  ) 2(  

02222121 2
02 =













+==   −

−

−

π

π

π

π

π

ππ
dxxxdxxxdxxxfa cos)(sincos)(sincos)(  

  −

−

−
=













+==
π

π

π

π

π

ππ 4
32222121 2

02 dxxxdxxxdxxxfb sin)(sinsin)(sinsin)(  

  



 

  رياضيات مهندسي96 

 92 - ) 3(  

32
1

32
1 xx

tf
ππ sinsin)( +=  

32عبارت 
1 xπsin ضرايب بدليل زوج بودن، فاقد nb1بنابراين بجز . باشد ميb)  ضريب

3
xπsin ( 2كه برابر

  .ها صفرندnb است، بقيه 1

 93 - ) 2(  
xxgيه مثلثاتي تابع دانيم كه بسط فورمي ππ در بازه )(= <<− x با دوره تناوب π2=Tباشد به صورت زير مي:  

[ ] ...sinsinsinsin)()( −+−=−−−=
∞

=

+
xxxnx

n
x

n

n
33

2221
1

1

π
ππ  

...coscoscos...)cos(cos)cos(cos)cos(coscos

...sinsinsinsinsinsinsin)...)(sinsinsinsin(sin

xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxx

34
123

2
2
11534

1423
132

121

44
233

22233
222 2

+−−=+−−−+−−−=

+−+−=−+−=
  

  . مطابقت دارد2سري مثلثاتي فوق فقط با گزينه 

            : توان چنين نوشتي فوريه مي سرضرايب با توجه به خواص :روش دوم









+=⎯⎯→⎯

⎯⎯→⎯

+−
2

2 nmnm
n

T

FS

n
T

FS

bb
a

T
mx

xf

bxf

πsin)(

)(
  

               : بنابراين













−
−−=

−
−=+

−+−
−

=⎯⎯ →⎯

−=⎯⎯ →⎯

+++−

=

+

=

1
12

1
12

2
1
12

1
12

12

22

1111

2

1

2

nn
nnaxx

n
bx

nn
nn

n

FS

T

n

n

FS

T

)()(
)()(

sin

)(

)()(

π

π
  

  .ضروري است  f(x)=xsinx  سري فوريه تابعضرايب در )-n)1 استدلال كنيد كه چرا وجود عامل
 94-  ) 1 (  

عبارت ) هيپربوليكي( سري فوريه توابع نمايي ضرايبزيرا در مخرج . مايي باشدتواند بيانگر سري فوريه مثلثاتي يك تابع ن مي1فقط گزينه 
222 )(π

L
mn 12 سري فوريه آن عبارت ضرايب بوده و لذا بايد در مخرج π=L و m=1شود كه در اين سوال  ديده مي+ +nديده شود .  

 95-  )4(  

32
240

2020

42210 20 =+=








=−=

=






 +−=

+

→
−

)(

)(

coslim)(
S

f

x

x
f

x  

 96 - ) 2(  

2
1

2
01

22

12
11

2
22

22
1

2
10

2
000

=+=−+=+=

=+=
+

==+=+=

+−+−

+−
+−

)()()()()(

)()(
)()()()(

πππππ

ππ
π

ffff
S

ff
S

ff
S  

 97-  )3(  

2
1

2
01

2
11

2
111 =+=−+=+=

+−+− )()()()()( ffff
S  

 98 -  )4(  

2
3

2
03

2
55

2
555

2
3

2
30

2
0002

3
2

03
2

55
2

555

=+=−+=+=

=+=+==+=−+=−+−=−

+−+−

+−+−+−

)()()()()(

)()()()()()()()(

ffff
S

ff
S

ffff
S

  



  

 97   هاي فصل اولپاسخ تست

 99 - ) 4(  

02
00

2
000013 =+=+===

+−

→→

)()()()sin(lim)(lim ff
S

x
xxf

xx 
  

 100 -   )1(  
=0است كه  ضريب سري فوريه يك تابع متناوب باشد، لازم naاگر 

∞→
n

n
alim باشد، كه فقط ضريب nCاين ويژگي را دارد .  

 101-  )3 (  
0=

∞→
n

n
Clim  

 102-  )1(  
>∞ضريب سري فوريه يك تابع متناوب باشد، لازم است كه naاگر 

∞→
n

n
nalimاين ويژگي را دارد1نه  باشد، كه فقط گزي .  

 103-  )1(  
  .همگراست) ب(سريع تر از سري ) الف(بنابراين سري .  است1برابر ) ب( و درجه همگرايي سري 2برابر ) الف(درجه همگرايي سري 

 104- ) 1(  


∞

=

∞

=
−+=−+=

11
212

1212
1

nn

txntxnxx ))(cos()()cos()( πδπδ  

 105 -) 3(  

با رسم تابع 
2

1
2x

xf . دهد بيشترين مقدار تابع متناوب حاصل رخ ميx=0 خواهيم ديد كه در T=4تناوب  و گسترش زوج آن با دوره )(=−

رابر   بxf)(همچنين مقدار متوسط تابع متناوب ).  نادرست اند4 و 2هاي گزينه(بنابراين، لازم است ضريب اولين هارمونيك كسينوسي مثبت باشد 

                         :است با −
=−=−=

2
2

2
0

22
0 3

2
412

1
414

1
dx

x
dx

x
a )()(   

 106-  )1(  


∞

=
−+=

1
2

222 14
3

n

n
L

xn

n

LL
x

π
π

cos)(
)(

  

  . اين ويژگي را دارد1 خواهد شد، كه فقط گزينه 3با انتگرال گيري از طرفين رابطه فوق، درجه همگرايي سري حاصل، برابر 


∞

=

∞

=

∞

=
−=−−=−−+=

1
322

2

1
3

323

1
3

323
141314

3314
33

n

n

n

n

n

n
L

xn

n

L

L

xx
L

xn

n

L
x

Lx
L

xn

n

L
x

Lx π
ππ

π
π

π
π

sin)()(sin)(
)(

cos)(
)(

  

 107- )2 (  
  :  خواهيم داشتxg)( طرفين سري فوريه گيري ازبا انتگرال

)(...sinsinsin...)sinsin(sin 22

32

3333

23

124
33

3
3

2
2

3
3

2
24

33
x

x
x

xxx
x

xx
xx

x −=
−

=−+−−+−−= π

π
π  

 108-) 2(  
  . اين ويژگي را دارد2 را رسم كنيم، خواهيم ديد كه مقدار متوسط آن مخالف صفر است، كه فقط گزينه xg)(چنانچه نمودار تابع متناوب 

...sinsinsin −+−= 3
3

2
2

2
xx

x
x  

  :ا انتگرال گيري از طرفين رابطه فوق داريمب

122
4
1

3
1

2
110

3
3

2
2

4
2

222
0

22

2 πη ==+−+−−=⎯⎯ →⎯+−+−= = )(...)(...coscoscos cc
xx

xc
x x  

                            :بنابراين











−+−= ...coscos 2

22
2

2
124 x

xx
π  



 

  رياضيات مهندسي98 

 109- )3 (  
{ }nn

FS baaxf ,,)( 0⎯⎯→⎯  

π
ππ

π 8
1

2
4
1

2
1

22222
421313

3
11111

2
=

−
=−=−=′







 −−⎯⎯→⎯ +−+−−+

=

aaaa
b

aabbb
xxf nnnn

T

FS ,,sin)(  

 110- ) 2(  

اي، متناسب با  سري فوريه مثلثاتي توابع چندجملهضرايب
kn

              .  اين ويژگي را دارد2فقط گزينه .  است1
kn

n
a

)( 1
1
+

≠  

  .باشدمتناوب مي) هيپربوليكي(، مربوط به توابع نمايي 1دقت كنيد كه ضريب سري فوريه گزينه 
  .باشدگزينه صحيح موجود نمي - 111 

 xf)( تابع x=0در واقع به علت اينكه  در نقطه . توسط بسط فوريه آن صفر خواهد بودمد و لذا مقدار  تقارن فرد دارxf)(بديهي است كه تابع 
00پيوسته است و  =)(f 0 مي باشد، لازم است كه مقدار سري فوريه آن در=xها اين ويژگي را ندارندكدام از گزينه برابر صفر گردد كه هيچ.  





<<−−
<<

=
0

0
xx

xx
x

π
π  

  :با انتگرال گيري از طرفين سري فوريه داده شده، خواهيم داشت


∞

=

∞

=
+

+
+−=−=+

+
+−=

0
3

0
3 12

1282
12

124
2

mm

c
m

xm
xxgc

m

xm
xxg

)(
)sin()(

)(
)sin()( πππ

π  

))((                  : بنابراين
)(

)sin()()( 000
12

1282
0

3 ==+
+

+−=−= 
∞

=
cfc

m

xm
xxgxf

m
ππ  

 112 - )3(  

∗
−

∗
−

∞

−∞=

∗
∞

−∞=

∗∗

∞

−∞=

∗∗−→
∞

−∞=

−∗∗
∞

−∞=

====

=⎯⎯⎯ →⎯==





nnnn
n

inx
n

n

inx
n

n

inx
n

nn

n

inx
n

n

inx
n

ccccececxfxf

ecxfecxfecxf

)()(

)()()( )(

  

 113 -) 2 (  
 ناين ضرايب سري فوريه مختلط آبنابر حقيقي و زوج است، xf)(همچنين تابع ) ؟ (.باشد مي1 برابر xf)(ر متوسط تابع بديهي است كه مقدا

  . ها را دارد اين ويژگي2نيز، بايد حقيقي و زوج باشد كه فقط گزينه 
 114- )4(  

  : توان به صورت سري فوريه مثلثاتي زير نمايش داد را ميxf)(تابع 

xxx
xxx

xf 5
2
13

2
12

2
1

2
3

2
51

2
31

2
21 coscoscoscoscoscos)( −−−=−+−+−=  

ππ          :توان چنين نوشتطبق رابطه پارسوال مي
π

π 4
21

2
1

2
1

2
1

2
1

2
32 22222 =+++=− ]})()())[((){()( dxxf  

 115- )3(  

62
2πξ == )(S  

 116- )2(  


∞

=
+−+−=+

−=
0 7

1
5
1

3
1112

1
n

n

n n
S ...)(  

  . اين ويژگي را دارد2 باشد، كه فقط گزينة  كمتر1كمي از بديهي است كه حاصل سري عددي مورد نظر بايد 



  

 99   هاي فصل اولپاسخ تست

 117 - )4(  
هاي فرد كسينوسي وجود دارد و يك در دانيم در بسط فوريه آن، فقط هارمونيكاي متقارن زوج است كه مي به شكل تابع پلهxf)(نمودار تابع 

البته اگر از رابطه .  قابل محاسبه است4فوريه چنين تابعي حاصل سري عددي گزينه بنابراين با استفاده از بسط . دهندميان تغيير علامت مي
  . نيز  قابل اثبات است3پارسوال استفاده نماييم، سري عددي گزينه 

 118 - ) 1(  


∞

=
==−+−=

+
−

0

3

333 323
5
1

3
11

12
1

n

n

n

πβ )(...
)(

)(  

باشد، در صورت كسر  مي3ايي سري عددي  بوده و با توجه به اينكه درجه همگر كمتر1كمي از بديهي است كه حاصل سري عددي مورد نظر 
  . اين ويژگي را دارد1 داشته باشيم، كه فقط گزينه 3πحاصل بايد عامل 

 119 -  )1(  

122
4
1

3
1

2
11

2

222
πη ==+−+− )(...  

 2πسر حاصل بايد عامل باشد، در صورت ك مي2 بوده و بدليل اينكه درجه همگرايي سري عددي  كمتر1كمي از حاصل سري عددي مورد نظر 
  . اين ويژگي را دارد1داشته باشيم، كه فقط گزينه 

 120-) 4(  


∞

=
==+−+−=

+
−

0

2

2222 122
4
1

3
1

2
11

1
1

n

n

n

πη )(...
)(

)(  

 121 - )3(  


∞

=
==

1

2

2 621
n n

πζ )(  

  .م داشته باشي2π بوده و در صورت كسر حاصل عامل  بيشتر1كمي از حاصل سري عددي بايد 
 122 - )2(  

82
5
1

3
1

1
1 2

222
πλ ==+++= )(...S  

  . داشته باشيم2π بوده و در صورت كسر حاصل عامل  بيشتر1كمي از حاصل سري عددي بايد 
 123 - )3(  

82
5
1

3
11

2

22
πλ ==+++ )(...  

 124-  )1(  

به ازاي . اند نادرست4 و 2هاي راين گزينهبناب.  حاصل سري عددي بايد برابر صفر گرددα=0به ازاي 
2
πα  حاصل سري عددي به صورت  =

)(... 2
5
1

3
11 22 λ=+++8آيد كه برابر  در مي

2πتواند صحيح باشدمي1بنابراين فقط گزينه .  است.  

 125- )2(  


∞

=
==

−1

4

4 964
12

1
m m

πλ )(
)(

  

 تقريب 2اي اول سري، گزينه با توجه به چند جمله) اند نادرست4 و 3هاي گزينه( باشد  بيشتر1كمي از  عددي بايد بديهي است كه حاصل سري

)~~(. باشدتري براي آن ميمناسب 19698
44 −− ππ  



 

  رياضيات مهندسي100 

 126 - )3(  


∞

=
==

1

4

4 90
41

n n

πξ )(  

 127 - )2(  


∞

=
==

−1

4

4 964
12

1
m m

πλ )(
)(

  

 128 - )3(  


∞

=
==

−1

6

6 9606
12

1
n n

πλ )(
)(

  

  . اين ويژگي را دارد3فقط گزينه .  داشته باشيم6π باشد و در صورت كسر حاصل عامل  بيشتر1كمي از بديهي است كه حاصل سري عددي بايد 
 129 - )4(  

8
2

2
1

16
228

44
124

12
1

16
1

16
1

1
16
1

116
1

21 1 22
ππ

π
π −=−=−=

−

−=
−

− 
∞

=

∞

=
]

sin)()(
[)()(

n n

nn

nn
  

 130-) 4(  

4
2

22
122

12
1

4
1

4
1

1
4
1

14
1

21 1 22
π

π
π −=−=

−

−=
−

− 
∞

=

∞

=
]

)sin()()(
[)()(

m m

mm

mm
  

 131 -) 4 (  

2       :روش اول
1

7
1

5
1

5
1

3
1

3
112

1
12

1
12

1
2
1

1212
1

14
1

11 1
2 =



 +−+−+−=












+−−=+−=

−
 
∞

=

∞

=

∞

=
...)())((

nn n
nnnnn

  

2            :روش  دوم
1

2
1

2
12

2
1

2
12
1

4
1

4
1

1
4
1

14
1

21 21
2 =

















−=
−

=
−


∞

=

∞

= )sin()(

)cos(

)( π

ππ

nn nn
  

 132 - )4 (  

20
41
242

1
2

π
ππ <<

−
+= 

∞

=
x

n

nx
x

n )(
cossin  

20          :با مشتق گرفتن از طرفين رابطه فوق، خواهيم داشت
41
28

1
2

π
π <<

−
−= 

∞

=
x

n

nxn
x

n

sincos  

به ازاي 
4
π=x16           :توان چنين نوشت، مي

2
41

2
41

28
2
2

1
2

1
2

π
ππ

π
−=

−


−
−= 

∞

=

∞

= nn n

n
n

n

n
n sinsin

  

  
 133 - )2(  
)(توان از بسط مك لورن تابع باشد مي بين صفر و يك ميxا توجه به اينكه حدود تغييرات ب xLn   .    استفاده نمود1+

...)( +−+−=+ 4321
432 xxx

xxLn                  

812        :بنابراين
1

16
1

9
1

4
1143211 2

2
1

1
0

321 π=
−

=+−+−=+−+−=+ 
∞

= )(
......)()(

n
dx

xxx
dx

x
xLn

n


  



  

 101   هاي فصل اولپاسخ تست

 134- )3(  


∞

=

−+=
1

12
n

n
nx

n
n

xf cossin)()( α
ππ

α  

  :توان چنين نوشتوال ميبا استفاده از رابطه پاس

 


∞

=

∞

=

∞

=

+

−

∞

=−

−==−

+=+=

1 1

22
22

2
1

2
2

2

2
1

2
2

22

2
2

2
2
12

2
1

n n

nn

n
n

n
n

n
n

dx
n
n

dxxf

)()sin()sin(

)sin()sin()()(

απααα
ππ

α
π
α

α
ππ

α
π

α
ππ

α
π

απ

απ

π

π
  

                    : خواهيم داشتα=1به ازاي 
∞

=

−=
1

2
2

1
n

n
n π)sin(  

بديهي است كه حاصل سري  :روش تستي 
∞

=1

2

n
n

n )sin( از حاصل سري 
∞

=1
2

1
n n

)( . كمتر است
∞

=
=

1

2

2 6
1

n n

π اي كه اين تنها گزينه و

  . است3ويژگي را دارد، گزينه 
 135- )2(  


∞

=

+
=−+−=−

1

2

2

1

129
1

4
111

n

n

n

π...)(  

  . اين ويژگي را دارد2حاصل سري بايد كمي از يك كمتر باشد كه فقط گزينه 
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  . اين ويژگي را دارد1بيشتر باشد كه فقط گزينه 
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  . وجود دارندفرد سينوسيهاي بنابراين، در بسط فوريه مثلثاتي آن، فقط هارمونيك.  داردتقارن نيم موج فرد xf)(تابع 
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سيستم توابع 
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2با توجه به عبارت 
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  :توان چنين نوشت مي، ناپيوسته است و لذا طبق قضيه ديريكلهπ=xبديهي است كه تابع متناوب حاصل در 
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  . اين ويژگي را دارد3فقط گزينه 
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 بنابراين لازم است، تابع )؟( دارد تقارن نيم موج فردتوان چنين گفت كه تابع متناوب حاصل، يه مثلثاتي داده شده، مي سري فورمجه به فروبا ت

xxf 20 را در بازه )(= π<< x 0 رسم كرده و آن را نسبت به محور=x 2 و نسبت به محور گسترش فرد
π=x دهيم و با دوره گسترش زوج 
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